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Modtemdtico

MATEMATICA

NUMEROS INTEIROS

Intersegdo do conjunto dos naturais e dos inteiros

Pertencem ac conjunto dos ndmeros inteiros os nimeros
negativos, os numeros positivos e o zero. Fazendo uma
comparagao entre os ndmeros naturais e os inteiros perce-

. bemos que o conjunto dos naturais esta contido no conjunto

dos inteiros.

N=1{0,123458, ..}

Z={.., 3-2-1,01234, ..}

NC z

0 conjunto dos nimeros inteiros é representado pela letra
Z maiuscila, Os nGmeros positivos sdo representados com o
sinal de (+) positivo na frente ou com sinal nenhum {+2 ou 2),
ja os nimeros negativos séo representados com o sinal de
negativo (-} na sua frente {-2}.

Os nimeros inteiros s&o encontrados com frequéncia em
nosso cotidiano, por exempla:

Exempio 1:
wf] "¢
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Um termometro em certa cidade gque marcou 10°C acima
de zero durante o dia, & noite e na manha seguinte o termd-
metro passou a marcar 3°C abaixo de zero, Qual a relag@o
dessas temperaturas com os nimeros inteiros?

Quando falamos acima de zero, estamos nos referindo

aos ntimeros positivos e quando falamos dos ndmeros abaixo -

de zero estamos referindo aos ndmeros negativos.

+10° C e 10° C acima de zero
e Ml 3 C abaixo de zero

Exemplo 2:

Vamos imaginar agora que uma pessoa tem R$500,00
depositados num banco e faca sucessivas retiradas:

= dos R$500,00 retira R$200,00 e fica com R$300,00
» dos R$300,00 retira R$200,00 ¢ fica com R$100,00
« dos R$100,00 retira R$200,00 e fica devendo R$ 100,00

A ultima retirada fez com que a pessoa ficasse devendo
dinheiro ao banco. Assim:

Dever R$100,00 significa ter R$100,00 menos que zero.
Essa divida pode ser representada por — R$100,00,

Oposto de um numero inteiro
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- lnteiros nido-nulos: Sao os numeros inteiros, menos o
zero. Na sua representaco devernos colocar * ao lado do Z,

Zr={.,-3,-2,-1,1,2,3,..}
- Inteiros n&o-positivos: S3o os nimeros negativos incluin-
do o zero. Na sua representacdo deve ser colocado - ao lado
do Z.
Z_ ={.,-3,-2,-1,0}
- Inteiros ndo-positives e nido-nules: Sdc os ndmeros
inteiros do conjunto do Z_ excluindo o zero. Na sua repre-
sentag&o devemos colocaro _e o *aoladodo Z.
ZF ={.,-3,-2, -1}
- Inteiros ndo-negatives: 580 os nimeros positivos incluin-
do o zero. Na sua representacio devemos colocar o -+ ao
lado do Z.
Z+={01,2.3,4..}
O Conjunto Z + éigual ao Conjunto dos N
- Inteiros nac-negativos e nio-nulos: Sdo os nameros do
conjunto Z+, excluindo o zero. Na sua representagdo deve-
ntos colocar o + e o * ao lado do Z.
Z*+={1,23,4,..}

Q Conjunte Z* + é igual ao Conjunto N*

Operagbes em Z
1-Adicdo:a+b

A adi¢io de dois nimeros inteiros obedece as seguintes
regras:

a ) nimeros de mesmo sinal; somam-se os médulos e con-
sarva-se o sinal comum.

Exemplos:
(-3} +{-5)+ (-2} =-10 (-7)+(-6)=-13

b) numeros de sinais opostos: sublraem-se os modulos e
conserva-se o sinal do maior em médulo.

Exemplos:

(3 +(+7)=+4 (-12) + (+5)=-7
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Propriedades:

Dados os numeros inteiros a, b e c, slo vélidas as seguin-
tes propriedades:

Fechamento: a soma de dois nlmeros inteiros & sempre um
némerc inteiro. Diz-se entdo que o conjunto Z dos ndmeros
inteiros é fechado em relagdo a adic&o.

Associativara+{(b+cl=(at+b)+c
Comutativa:a+b=b+a

Elomento neutro: a+ 0=0+a=a, Zero é o elemento neu-
tro da adigo. :

Univoca: o resultado da adigéo de dois nurneros inteiros &
urica,

flonotdnica: Uma desigualdade ndo se altera, se somarmos
um mesmo nimero inteiro a ambos os membyros, ou seja, se
a *bentdoa+c>b+o.

2 - Subtracdo: observa-se que a subtragio (diferenga) &
uma operagdo inversa da adigio.

Se a + b = ¢ entdo dizemos que a = ¢~ b, E ébvio que o
conjunto Z é fechado em relagéo a sublragéo, pois a subira-
¢do (diferenga) entre dois nimeros inteiros, sempre sera um
outro numero inteiro. Por exemplo, a operagdo 3 — 10 n3o
teria resultadec no conjunto N dos numeros naturais, mas
possui resultado no conjunto Z dos nimeros inteiros, ou seja
7. .

A subtraglo de dois nimeros inteiros seré feila de acordo
com a seguinte regra:

=a+ ()
Exemplos:

10-(-3)= 10+ (+3) =13
(-6) —(- 10) = (:6) + (+10) = +5.= §
(3)—(+7) = (:3) + (1) =10

3 — Multiplicagéo: ¢ um caso particular da adigéo (soma),
pois somando-se um nimero inteiro a si proprioc n vezes,
obteremosata+a+..+a=a.n=axn

Na igualdade a . n = b, dizemos que a e n sdo os fatores e
b & o produto.

A multiplicagdo de nimeros inteiros, dar-se-4 segundo a
seguinte regra de sinais:

Propriedades:

Dados os ndmeros inteiros a, b e ¢, sdo validas as seguin-
tas propriedades:

Fechamento: a multiplicagio de dois nimeros inteiros é
sempre outro ntimero inteiro. Dizemos entdo que o conjunto Z
dos nimeros inteiros & fechado em relag@o a operagao de
multiplicag&o.

Associativaiax (bxc)=(axb)xcoua.(b.c)=(a.b).¢c
Comutativaraxb=bxa

Elemento neutro: ax 1 =1 xa =a. 0 nimero 1 é o elemen-
to neutro da multiplicacéo,

Univoca: o resultado da multlpltcagao de do:s numeros intei-
ros & Unico. S

Uma desigualdade ndo se altera, se multiplicarmos ambos
os membros, por um mesmo nimero inteiro positivo, ou seja,
sea »bentdoa.c>b.c

Uma desigualdade muda de seniido, se multiplicarmos
ambos 0s membros por um mesto namero intairo negativo,
ousejaia >bentdoa.c<b.¢

Exemplo: 10 > 5. Se muitiplicarmos ambos os membros por
(-1) fica - 10 < - 5, Observe que o sentido da desigualdade
mudou,

Disiributiva: ax{b+c)=(axb}+(axc)

A propriedade distributiva acima, nos permite apresentar
uma justificativa simples, através de um exemnplo, para o fato

do produto de dois rimeros negativos resultar positivo, con-

forme mostraremos a seguir;
Considere o seguinte produto:
A = (7 - 5) x {10 - 6) cujo resultado j& sabemos ser 2 x4 = 8,

Desenvolvendo o primsiro membre, aplicando a proprie-
dade distributiva da muitiplicagdo em relagao a adigéo, vem:;

A = (7x10) + [Tx(-B)] +[(-5)x10] + [(-5}x(-6]]
A = T0 ~ 42 = 50 + [{-5)x(-8)]

Como ja sabemos que A = 8, substituindo fica:

8 =70-42-50 + [(-5)x{-8)]
Isolando o produto [(-5)x(-6)], vem:

[(-5)x{-6)] = 8-70+42+50 = 8+42+50-70 = 100 - 70 = 30

Observa-se entdo que reaimente
[(- o)x{- 8)] = 30 = + 30.
4 — Potenciagéo: & um caso particular da multiplicagéo, onde
os fatores s&0 iguais. Assim & que muktiplicando-se um ndme-
ro inteiro a por ele mesmo n VEeZes, obteremos axaxaxax

. X a gue serd indicado peio simbalo a" , onde a sera deno-
minado base e nex é:)oente Assim é que por exemplo, 5° =
5.55=1257"=7,4°=4.4.4 = 64, etc.

Com base nas regras de multiplica¢do de numeros intei-
ros, & facil concluir gue:

a) Toda poténcia de base negativa e expoente par hdo-ruto,
tem como resultado um numero positive.

Exemplos:

(2) =+16=18
é %—+9 9

5)" =+626 =625
-1 =+1=1

b} Toda poténcia de base negativa e expoente impar, tem
como resultado um nimero negativo.

Exemplos:
(-2);=-8
{-5°=-125
(-1)%=-1

5§ - Divisao: O conjunto Z dos nomeros inteiros nio € fecha-
do em relagdo & divisdo, pois o quociente de dois numeros
inteiros nem sempre & um inteiro,

;
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Motemdtico

A divisao de nimeros intsiros, no que concerne a regra de
sinais, obedece as mesmas regras vistas para a multiplica-
¢80, OU seja;
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Exemplos:

(-10): (-2)=+5=5 (~30):(+5)=—6

Para finalizar, vamos mostrar duas regras de ellmmag:ao.

de paréntesis { ), que poderdo ser bastante Gtels:

Todo paréntese precedido do sinal + pode ser eliminado,
mantendo-se os sinais das parcelas interiores.

Exemplo: +(3+5-7)=3+5-7=1
Todo paréntese precedido do sinal — pode ser eliminado,
desde que sejam frocados os sinals das parcelas interiores,

Exemplos:

—(3+4-7)=~3-4+7=0
—(-10-8+5-6)=10+8-5+6=19
—{(-8-3-5)=8+3+5=16

Numeros primos

NUmeros primos s8o o8 numeros haturais que tém ape-
nas dois divisores diferentes: o 1 & ele mesmo. Exemplos:

1) 2 tem apenas os divisares 1 e 2, portanto 2 é um ntimero
primao.

2) 17 tem apenas os divisores 1 e 17, portanto 17 & um nd-
mero primo.

3} 10 tem os divisores 1, 2, 5 e 10, portanto 10 n&o ¢ um
ndmero primo.

Cbservagoes:

1 ndo é um ndmero primo, porque ele tem apenas um divisor
que & ele mesmo.

2 & o Gnico NnUmero primo que € par.

Os nimeros que tém mais de dois divisores sdo chama-
dos niimeros compostos.

Exempla: 15 tem mais de dois divisores. 15 € um numero
composto.

EXERCICIOS
1 — Efetue as seguintes operagdes:

a) (-5) = (-12) b) (-10). (18)
c) (-8} +(-16) d) (-4). (-4)

2 — Os nimeros inteiros a, b e ¢ {digitos) participam da se-
guinte subfragdo:

7 a 2
- 4 8 b
[ 7 3

Ovalordea+h+c &:

a) 14 b) 15 c) 16 d) 17 e) 18

3 — Dentre 0s seguintes pares de ndmeros inteiros, determine
qual apresenta dois nimeros primos entre si.

© a) (8, 34) b) (9, 33) ¢} 15, 755)
dy (14, 77) e) (35, 88)
RESPOSTAS .
1=a) 7.6) -180. 6] -24; )16 | 2-D | 3-E

EQUAGAOQ DO 2° GRAU

Denomina-se eguagdo do 2° grau, quaic;uer sertenga
matemalica que possa ser reduzida aforma ax“+bx +c =0,
onde x & a incOgnita e a, b e ¢ s30 nUmeros reais, com a # G.
a, b e ¢ sd0 coeficientes da eguacfo. Observe que o maior
Indice da incagnita na equagio é igual a dois e & isto que a
define cormo sendo uma equacic do segundo grau,

Equagéo do 2° grau completa
e equagao do 2° grau incompleta

Da definigdo adima, temos obrigatoriamente que a # 0, no
entanto podemosterb=0efouc=0.

Caso b # 0 e ¢ # 0, temos uma equagdo do 2° grau com-
pieta, A sentenga matematica -2x” + 3x - 5 = 0 & um exemplo
de equagio do 2° grau completa, pois temos b =3 e ¢ = -5,
que sdo diferentes de zero.

5+ 7=08um exemplo de equagéo do 2° grau incom-
pleta, poisb =0.

Neste outro exemplo, 3% -4x=0a equacéo é incomple-
ta, poisc =0,

Veja este ultimo exemplo de equacdo do 2° grau incom-
pleta, 8x" = 0, onde tanto b, quanto ¢ 880 iguais a zero.

GO conjunto farmado por todas as solugbes de uma equa-
¢do e chamado conjunto sofucgio.

Resolugao de equagdes do 2° grau

A resolugdo de uma equagéo do segundo grau consiste
am obtermos os possiveis valores reais para a incognita, que
forne a sentenga matematica uma equagéo verdadeira. Tais
valores sdo a raiz da equagao.

Formula Geral de Resolugio

Para a resolugé@o de uma equagdo do segundo grau corm-
pleta ou incompleta, podemos recorrer a formula geral de
resolugao:

—b + ‘.*‘bz —dac

Esta formula também & conhecida como foérmula de
Bhaskara.

I

O valor b? -dac é conhecida como discriminante da equa-
¢A0_e é representado pela letra grega A. Temos entdo que A
= b? -dac, o gue nos permitir escrever a férmula geral de
resolugdo como:

b + V¥4
I = 2(}

Resolugao de equagies do 2° grau incompletas

Para a resolugic de equagdes incompletas, podemos
recorrer a certos artificios. Vejamos:

Para o caso de apenas b = 0, temos:
ar?4br4e=02 ol 0 +e=0= alde=0 2

3oard =~ 2 ool = oo op = 4L
Portanto para equagfes do tipo axt+¢c=0,ondeb =0,

A — 4
podemos utilizar a formula simplificada T — v —i para
calcularmos as suas raizes. Observe no entanto que a equa-
¢do sO6 possuira rafizes no copjunioc dos nameros reals se

[

—d
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Para o caso de apenas ¢ = 0, temos:

ar? + b + ¢ =0 = azl + bz 4+ 0 = 0 =
ar + bz = 0 = z{er + b)) =0 =
0
""":-:m‘+b:“’£:Uj‘rl—“:i
=
aa:—]-ﬁ:%:}ax—i—b:ﬂ::zax:—b::’

Portanto, para equagdes do tipo ax+bx=0,ondec=0,
uma das raizes sempre serd igual a zero ¢ a outra serd dada

pelaformula ¥ = 3

Paraocasodeb=0ec =0, temos:

ard + by + ¢ =0 = a2 4 04+ 0 =0 =

[~lle}

or? = 0 = 7? =

= 2 =0 = F =

Podemos notar que ao contrardo dos dois casos anterio-
res, neste caso, temos apenas uma Unica raiz real, que sera
sempre igual a zero.

Discriminante da egquacdo do 2° gray

O calculo do valor do discriminante & muito importante,
pois através deste valor, podemos determinar o ndmero de
raizes de uma equacao do segundao grau.

Como visto acima, o discrlminante2 & representado pega
lefra grega A e equivale & expressao b” - 4ac, isto é: A=b" -
4ac.

Discriminante menor que zero

Caso A < 0, a equaglo ndo tem raizes reais, pois

ivA ¢ ®»

ﬂﬁx::b—i—@

gzl 4+ bx 4 ¢ = sireR

Discriminante igual a zero

Caso A = (0, a eauagio tem duas raizes reals e iguais,pois

A = --JZS:

ax2+ﬁ1'+c:0:>x=i;;—@_—_>
r= 20 = 5= FE0 o

_ =t + 0 — =b

Ty = Za = T = 7q
= b 0 b

Fq = 2a = Iy = 7

Discriminante maior que zero

Caso A > 0, a equagio tem duas raizes reais e diferentes,
pols .

+JZ%—-JZ,.

azd 4+ Bz 4+ ¢ = 0 :}z‘:i%_@ =4
b 4 A

I = T2
=b — A

Ty = THa

Conjunto Verdade de equagdes do 2° grau
A partir do estudado acima, podemos esquematizar o
conjunto verdade das equagdes do segundo grau completas
e incompletas como a seguir:

Para o caso das equagdes completas, temos:

v = (258, 258 450
V:{E—:}Lﬂ:i]
v={_{tac<o

Para o caso das equagdes incompletas onde somente b =
(, temos:

Vo= A{VE VR E 2o
v={}-G<0

Para o caso das equagdes incompletas onde somente ¢ =
0, temos:

v = {0, -5}

E no caso das equagdes incompletas onde tanto b = 0,
quanto ¢ = 0, temos:

vV = {0}

EXERCICIOS
1~ Resolva as 'equagées:
a)-5x-24=0
b)¥®-6x+10=0
c)2x2-7Tx+3=0
d)x@-16x+64 =0
2 — Resolva as seguintes equagdes:
ayx?-1i4x=0
b)x*-196=0

RESPOSTAS
1-a){-3,8); b} &; c{ 2§ 2} ; d) {8}
2 —a) {0, 14}; b) {14, 14}
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CONJUNTOS NUMERICOS

Conjunto & o agrupamento de elementos que possuem
caracteristicas semelhantes.

Subconjunto: se todo elemento de um conjunto A também
pertence a um conjunto B, entdo dizemos que A & subconjun-
to de B e indicamos isto por A d B. Notas:

a) todo conjunto numérico é subconjunto de si proprio. (A d A)
b} o conjunto vazio & subconjunto de qualquer conjunto. {id A)
¢) se umn conjunto A possui m elementos entéo ele possui 2m
subcenjuntos.

d) o conjunto formado por todos os subconjunios de um con-
junto A € denominado conjunto das partes de A e é indicade
por P(A). Assim, se A = {c, d} , o conjunto das partes de A é
dado por P(A) = {¢ {c}. {d}, {c.d)}

e) um subconjunto de A € também denominado parte de A.

Os Conjuntos numeéricos especificamente sdo compostos
por)m'fmeros. Sao eles:

Mameros Naturais (N)
N={0,1,2,3,..}
MNameros inteiros (Z)
Z={..,-2,-1,0,1,2 ...}

Todo nimera natural & inteiro, isto é, N é um subconjunto
deZ

Ndmeros Racionais (Q)

S&o agqueles gue podem ser expressos na forma a/b,
onde a e b sdo inteiros gquaisquer, com b diferente de 0.

Q ={x/x = a/b com a e b pertencentes a Z com b diferente de
0 :

Assim como exemplo podemos citaro —1/2, 1,25 ...
- Numeros decimais exatos sdc racicnais
Pois C,1 = 1/10
2,3=23/M10..

- Nimeros decimais periédicos sdo racionais.

0,1111...=1/9
0,3232 .= 32/99
2,3333 .= 21/9
0,2111 ...= 19/90

Toda dizima periodica 0,9999 ... 9 ... € uma outra repre-
sentacdo do nimero 1.

Numeros Irracionais {I}

Sao aqueles gue ndo podem ser expressos na forma a/b,
com a e b inteiros e b diferente de 0.

Sdo compostos por dizimas infinitas ndo periddicas.
Exemplos:

& = 3,141502654. .
V'3 = 1,73208...

Numeros Reais (R}

Ea reunido do conjunto dos numeros irracionais com o
dos racionais.

Resumindo:

NCECQCR

Intervalos:

Sendo a e b dois numeros reais, com a < b, temos os
seguintes subconjuntos de R chamados intervalos.

Intervalo fechado nos extremos a e b; {6Rfa <t <4}

Intervalo fechado em a e aberto em b:
o] ={zeRfa <z < b}

Intervalo aberto em a e fechado em b:
lab] ={xeR/a <x < b}

Intervalo aberto em a e b: |46 = {zeR/a <z < b}

Temos também:
[a, + co[={=xeR/x > a}
| — oa,b] = {:reﬁfb_g a}

Operagbes com conjuntos
Unido ()

Pados os conjuntos A e B, define-se o conjunto unifo AW B
={x; x1AouxiB} _
Exemplo: {0,1,3} W { 34,5 } = { 0,1,3,4,5}. Percebe-se facil-
mente que o conjunto unido contempia todos os elementos
do conjunto A ou do conjunto B,

intersegao ()

Diados os conjuntos A e B, define-se o conjunto intersecao A
A B=pcxTAexiBL

Exemplo: {0.2,4,5) m { 46,7} = {4). Percebe-se facilmente
gue o conjunto intersecdo contempla os elementos que sao
comuns aos conjuntos A e B.

EXERCICIOS

Calcule o numerc de elementos pertencentes a cada um dos
seguintes conjunios:

1) A={93, 94, 95, .., 127, 128}

2yB={xe N|x< 87}

3C={xe N*|x< 202}

4D={xe N|x= 99}

5)E={x¢e N¥[x =144}

B)F={xe N|25<x<=75}

NG={xe N|32=x< 65}

ByH={xe N|78=x= 181}

RESPOSTAS

1) 36 2) 87
3) 201 4) 100
5) 144 6) 49
7) 33 8) 104




Matemdifiea

FUNGAO DD 1° GRAU

Consideremos x e y duas variaveis, sendo uma depen-
dente da outra, isto &, para cada valor atribuido a x corres-
ponde um valor para y. Definimos essa dependéncia como
fungdo, nesse caso, ¥ estd em fungdo de x. O conjunto de
valares conferidos a x deve ser chamado de dominio da fun-
¢ao g os valores de y s80 aimagem da fungéo.

Toda fungdo & definida por uma lel de formagao, no caso
de uma fungéo do 1° grau, a lei de formagao sera a seguinte:
y = ax + b, onde a e b s8o nimeros reais e a # 0. Esse tipo
de funcéo deve ser dos Reais para 0s Reais.

A representagéo grafica de uma fungio do 1® grau & uma
reta. Analisando a lei de formacgac y = ax + b, notamos a
dependéncia entre x e y, e identificamos dois nimeros: a e b.
Eles sfo os coeficientes da fungho, o valor de a indica se a
fungéo é crescente ou decrescente e o valor ‘de-b indica o
pornto de intersecgao da fungdo com o eixo y no plano carte-
siano. Observe:

Fungao crescente Fungio dacrescente

¥e )
T
{ awQ %0
! I

Fungio crescente: a medida gue os valores de X aumentam,
os valores comrespondentes em y também aumentam.

Fungio decrescente: a medida que os valores de x aumen-
tam, os valores correspondentes de y diminuem. Exemplos
de fungdes do 1° grau

=4x+2,a=deb=2
bx—8,a=5eb=-9
-2x+10,a=-2eb=10
Ix,a=3eb=0
—-6x—-1,a=—-6eb=-1

g N
nonuon

Raiz ou zero de uma fungéo do 1° grau

Para determinar a raiz ou o zero de uma fungéo do 1°
grau & preciso considerar y = 0. De acordo com o grafico, no
instante em gue y assume valor igual a zero, a reta intersecta
o eixo x em um determinado ponto, determinando a raizou o
zaro da fungéo. '

Vamos determinar a ralz das funges a seguir:

y=4x+2

y=0

4x+2=0

dy=-2

X =214

x=—1/2

A reta representada pela fungBo y = 4x + 2 intersecta o eixo x
no seguinte valor: —1/2

y=-2x+10

y=0 _

—~2x+10=0

- 2x=-10{-1)

2x =10

x=10/2

x=5

A reta representada pela fung@o y = — 2x + 10 intersecta o
€ixo X no seguinie valor. 5

Sinal

Estudar o sinal de uma qualquer v = f(x) é determinar os
valor de X para os guais y é positivo, os valores de x para os
guais y é zero e os valores de x para os guais y € negativo,

Consideremos uma fungao afim y = f(x) = ax + b,
-h

X=—
Ja vimos que essa fungdo se anula para raiz ]
Ha dois casos possiveis:

1%) a > 0 (a fungdo é crescente)

y»>0 = ax+b>0 = x>0
a
y<l = ax+b<f — x(j_h

a

Conclusao: y é positivo para valores de x maiores que a raiz;
y & negativo para valores de x menores que a raiz

Concluséo: y é positivo para valores de x menores gue a raiz;
y é negativo para valores de x maiores que a raiz.

s

EXERCICIOS

1 — ldentifique as férmulas que expressam fungdes de 1°
grau:

a)y=3x-2

bjy=-x+1

c)y=10

dy=x+4

6

e)2x—y*=8

fix-y=0 o
RESPOSTA
1-A;B;D; F

—-— —




Matemdtico

FUNGCAOQ DO 2° GRAU

Toda fungéio estabelecida pela lei de formagao f(x) = ax® +
bx + ¢, com a, b e ¢ ndmeros reais e a # 0, & denominada
fungdo do 2° grau. Generalizando, temos: .

f:R >R tal quef{x) =ax? +bx +c,ocoma e R ,be ReeR

As fungdes do 2° gray possuem diversas aplicagbes no
cotidiano, principalmente em situagbes relacionadas a Fisica
envolvendo movimento uniformemente variado, langamento
obliquo e elc.; na Biologia, estudando o processo de fotossin-
tese das plantas; na Administragio e Contabilidade relacio-
nando as fungBes custo, receita e lucro; e na Engenharia Civil
presente nas diversas construgbes.

A representagao geométrica de uma fungéo do 2° grau &
dada por uma parabola, que de acordo com o sinal do coefi-

ciente, pode ter concavidade voltada para cima ou para bai-
X0,

N N
AR

ash

As raizes de uma fungio do 2° grau sdo os pontos ande a
parabola intercepta ¢ elxo x. Dada a fungdo f(x) = ax* + bx +
c, se f(x} = 0, obtemos uma equagéo do 2° grau, ax* +bx+c¢
= (, dependendo do valor do discriminante A(delta), podemos
ter as seguintes situagbes gréficas;

A > 0, a equagdo possui duas raizes reais e diferentes. A
parabola intercepta o eixo x em dois pontos distintos.

¥

\

A = 0, a equagdo possui apenas uma raiz real. A parabola
intercepta o eixo X em um Unico ponto.

¥

A < 0, & equagdo n&o possui raizes reais. A parabola ndo
intercepta o eixo x.

¥ /

Sinais da fungdo de 2° grau

Estudar o sinal de uma fungao, & determinar para quais
valores reais de x a fungdo & positiva, negativa ou nula. A
methor maneira de analisar o sinal de uma fuhgdo é através
do grafico, pols permite-nos uma avaliagdo mais ampla da
situagdo. Vamos analisar os graficos das fungGes a seguir, de
acordo com a sua lei de formagao.

Observagdo: para construirmos o grafico de uma fungao do
2° grau, precisamos determinar o nimero de raizes da fun-
¢do, e se a parabola possul concavidade voltada para cima
okt para baixo. '

A =0, uma raiz real.
A > 0, duas raizes reais e distintas
A < 0, nenhuma raiz real.

Para determinar o valor de A e os valores das, raizes,
utilize o métoda de Bhaskara.

@ v b o =0
A=b?-a%g%e
. »«bt«fz
2a

Coeficiente a > 0, parabala com a concavidade voltada para
cima
Coeficiente a < 0, pardbala com a concavidade voltada para
baixo

Exempio 1
y=x2—-3x+2
X¥-—3x+2=0

Aplicando Bhaskara g
A:(_3)2_4*1*2 xm‘é""’:2
A=9-8 R
A=1 -X:“W g-*—i

A parabola possui concavidade voltada para cima em
virtude de a > 0 e duas ralzes reals e distintas.

Anéalise do grafico

x<loux>2,y>0
Valoresentre te 2,y <0
x=1ex=2,y=0

Exemplo 2

y=x2+8x+16 e
X+ 8x+16=0 ;x._ws”}:i)
Aplicando Bhaskara I IR
A=8_-4%1*16 K= e
A= 6464 : R
A=0

Y




Matemddi

A parabola possui concavidade voltada para cima, em
virtude de a > 0 @ uma gnica raiz real.

Analise do grafico
x=—4,y=0
XE-4,y>0
Exemplo 3

y=3x-2x+1
IE-2x+1=0

Aplicando Bhaskara
A={-2-4*3"1
A=4-12

=-8

A pardbola possui concavidade voltada para cima em
decorréncia de a > 0, mas n&¢ possui raizes reais, pois A < 0.

+1

Analise do grafico

A fungéo serd positiva para qualquer valor real de x.

Exemplo 4

y=—2¢—-5x+3
-2¢~5x+3=0

Aplicando Bhaskara

A=(-5F—-4"{(-2)*3
A=25+24
A= 49

A pardbola possui concavidade vollada para baixo em
face de a< 0 e duas raizes reais e distintas.

1
-3 2
Analise do gréafico

+

X<-3oux>12 y<0
Valores entre -3 e 1/2, y> 6
x=-3ex=12,y=0

Exempio 5

y = =x? + 12x - 36
—x*+12x-36=0

Aplicando Bhaskara

A=122—-4"(-1)" (-36) S Aoy
A= 144 - 144 o ‘]2‘“0.'%'—'6
A=0 B

A parabola possui concavidade voltada para baixo em
decorréncia de a < 0 ¢ uma Unica raiz real.

6

Andlise do grafico
%x=6,y=0
X#B,y<0
Raizes da fungido de 2° grau
Determinar a raiz de uma fungdo é calcular os valores de

X que satisfazem a equagdo do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0, que
podem ser enconiradas através do Teorema de Bhaskara;

_—bxJA
2a

Numero de raizes reais da fungéo do 2° grau

Dada a fungdo f(x) = ax® + bx + ¢, existirdo rés casos a
serem considerados para a obtengde do nimero de raizes.
{350 dependera do valor do discriminante A,

1° caso — A > 0: A fungdo possui duas ralzes reais e distin-
tas, isto &, diferentes,

2° caso — A = 0: A fungBo possui rafzes reais e iguals. Nesse
caso, dizemos que a fungdo possui uma Gnica raiz.

3° caso — A < (; A fung8o ndo possui raizes reais.

Soma e produto das raizes

Seja a equagdo, ax* + bx + ¢ = 0, temos que:

Se A =0, a soma das raizes dessa equagdo é dadapor- b
a
e o produto das raizes por ¢.
a

De fato, x' e X" so as raizes da equagéo, por isso temos:

x'= —b‘{“\fg
Z2a ':_':-;:?

" b \/3
2a




Soma das raizes

— JB b JA
2

= ;M

2ax
XN e o2

24

"= — —lf-

a

Produto das raizes

e COHAB) B—A)
2a 20

Efetuando a multiplicagdo, temos:
P —-A
4a?

Substituindo A por b? — 4ac, temos:

. b*—(b*-- 4ac)
42
b — B +-4ae
402
4a¢

X¥ =
4

X =

el W

Apbs a simplificacio, temos:

S 4
K= —
&
EXERCICIOS

1 — Considere a fungo definida por y =:bx? - 6x + 1 & res-
ponda:

a} qual & o valor correspondente ac nimero 2, par esta fun-
¢ao?

b} Gual é o valer correspondente ao nimero -1,

par esta fung@o? i

c) Existem dois numeros cujos valores correspondentes, por
esta fungdo, sdo iguais a zero. Quais $80 esses nimeros?

2 — Qual é o valor correspondente a 1 pela fungéo definida
por y = -40x? + 18x? ?

3 — Quais 580 0s Ndmeros para os quais y = - 13 na fungdo
definida por y = 2x2 + 5x — 137

RESPOSTAS
1) a2}y byi2;¢c) i, 1
2 5

2] -1
3) 5,0
7

MATEMATICA FINANCEIRA

De uma forma simplificada, podemos dizer que a Matema-
tica Financeira, € o ramo da Matemética Aplicada que estuda
0 compartamento do dinheiro no tempo.

A Matematica Financeira busca quaniificar as transagbes
gue ocoirem no universo financeiro levando em conta a vari-
avel tempo, ou seja o valor monetario no tempo.

~ As principais variaveis envolvidas no processo de quanti-
ficagao financeira, sdo: a taxa de juros, o capitat € o tempo.

RAZAQ E PROPORGAO

RAZAQ

A razdo enire duas grandezas é o quociente estabelecido
entre elas, ou melhor, & o resultado da divisac entre as gran-
dezas.

Assim, dado dois nimeros reais a e b, com b # 0, calcula-
se a razao entre a e b através do quociente da divisdo de a
por b,

Para indicarmos a razéo enkre a e b, usamos

Tyt

a oua:b("a" esta para"b’)
b
Na razdo de a por b, o nimero “a” é chamado de antece-
dente, e o nimero “b" é chamado de consequente.

Razfiocentreaeb=3a

PROPORGAO
O estudo da propargdo é divido em duas propriedades:
Propriedade fundamental da proporgéo

Quando fazemos a proporcio de duas razdes, iremos ter
0s termos dos meios e dos extremos.

5=100u5:8=10:16
g 16 :

Os nimeros 5, 8, 10 ¢ 16 s&o as termos dessa proporgéo
sendo que 5 e 16 s30 os termos dos extremas e 8 e 10 séo
os termos dos meios.

£.8=10: 16
METOS
EXTRERION

Essa propriedade diz:

O produto dos meios é igisal ao produfo dos extremos.

Portanto, se pegarmos a proporgdo acima e aplicarmos
essa propriedade, iremas obter o seguinte resultada:

Produto dos termos dos metos: 8 x 10 = 80
Produto dos termos dos extremos: 5 x 16 = 80

Assim, verificamos que a propriedade é verdadeira.

- —




Propriedades da soma dos ternos em urma proporgio

Uma proporgdo € composta por duas razBes, ou seja, por
guatro termos, pois cada razdo possui 2 termos, veja:

- 2¢raziia

P razie

Essa propriedade diz:

Se somar 0s dois termos da primeira razdo e dividir pelo
primeiro ou pelo segundo termo, ird obter uma razdo igual a
soma dos dois termos da segunda razao dividida pelo terceiro
ou quarto termo.

Veja ¢ exemplo abaixo:

Dada a seguinte proporgio:

3 -2

3 15

345 9418 § M
3 ) RS
345 | 9+IS 8 . M
5 18 & 15

Formando duas outras proporgdes iguais entre si.

EXERCICIOS
1 — Qal é a razdo entre os nimeros 50 e 40, nessa ardem?
2 — Escreva a razdo entre os nimeros 8 e 300, nessa ordem.

3 — Escreva a razdo entre os ndmeros seguintes, na ordem
em que eles sdo dados:

a)3i1 e 6,2
b}4 e 5,8

c)6 e b
7

4 - No café da manhd, o nimero de ovos que Bete frita esta
para o nimero de pessoas na razfio de 3 para 1, Responda:

a) Nessa situagéo, qual ¢ a razdo entre o0 ndmero de pessoas
e o numera de ovos? )

b) Qual é o significado da razéo 3 7
1

RESPOSTA
1-50 ou 50:40 2- _8 ou §:300
40 300 :
3-a)3i = 3lou 31:62 4-a)3 ou3:1
62 &2 ]

bj4 = 40 ou 40: 56
56 56

c)6 = 42 ou 42:5
5

b) 3 ovos para cada
pessoa

PORCENTAGEM

A parcentagem € de grande utitidade no mercado finan-
ceiro, pois & utilizada para capitalizar empréstimos e aplica-
cOes, expressar indices inflacionarios e deflacionérios, des-
contos, aurnentos, taxas de juros entre outros.

No campo da Estatistica possui parlicipacdo ativa na
apresentacac de dados comparativos e organizacionais.

Os numeros percentuais possuem representagdes na
forma de fragio centesimal (denominador igual a 100}, quan-
do escritos de maneira formal devemn aparecer na presenga
do simbolo de porcentagem (%). Também podem ser escritos
na forma de ndmero decimal.

Observe os ndmeros a seguir, eles sero demonstrados
através das rés formas possiveis:

Porcertagem  Hasfo centesimal  Nimearo decimat

1% ERE (iR
b 360 RN
1.2% 720800 4632
£2% 12488 812
13.24% 1325400 4,150
204 26100 2
3% ) IVIGE 432
§1% B R ikt 481
160% 100106 i
115% 113400 113
320% 320100 32
12008 285100 i2

A melhor forma de assimilar os contelidos inerentes a
porcentagem & com a ufilizagio de exemplos que envolvem
situagbes cotidianas.

Acompanhe 0s exemplos a seguir:

Exemplo 1

Uma mercadoria é vendida em, no maximo, trés presta-
gbes mensais e iguais, totalizando o valor de R$ 900,00.
Caso seja adquirida & vista, a loja oferece um desconto de
12% sobre o valor a prazo. Qual o prego da mercadoria na
compra a vista?

Podemos utilizar a razéo centesimal oy o numero decimat
correspandente.

12% = 12/100 = 0,12

Utitizando razdo centesimal
12/100 x 900= 12x900/100= 1080/100= 10800/100= 108 reals
900 — 108 = 792 reais
WUtilizando nimero decimal
0,12 x 900 = 108 reais
900 - 108 = 792 reais
A utilizacdo de qualquér procedimento fica a critéric pro-
prio, pois os dois métodos chegam ao resultado de forma

satisfatoria e exata.

Mo caso do exempio 1, o desconto no pagamento a vista
& de R$ 108,00, portanto ¢ prego & de R$ 792,00.

- 10 -
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Exemplo 2

O FGTS {(Fundo de Garantia por Tempo de Servigo) & um
.direito do trabalhador com carteira assinada, no qual o em-
pregador & obrigado por lei a depositar em uma conta na
Caixa Econdmica Federal o valor de 8% do salario bruto do
funcionario. Esse dinheiro devera ser sacado pelo funcionario
na ocorréncia de demissdo sem justa causa. Determine o
valor do depdsito efetuado pelo empregador, calculado o
FGTS sobre um salério bruto de R$ 1.200,00.

8% = 8/100=0,08
‘ Utilizando razdo centesimal
8/100 x 1200 = 8x1200/ 100 = 9600/ 100 = 96 reais
Utilizando nimero decimal
0,08 x 1200 = 96 reais
O deposito efetuado serd de R$ 96,00.

Exemplo 3

Em uma sala de aula com 52 alunos, 13 utilizam bicicletas
como transporte. Expresse em porcentagem a quantidade de
alunos que utilizam bicicleta.

Podemos utilizar uma regra de trés simples.

AUNOS — 13 e 52
Porcentagem — X =----=mme=- 100%

52*x = 13*100
52x = 1300
x= 1300/52
%x=25%

Portanto, 25% dos alunos utilizam bicicletas.

EXERCICIOS

1 — Uma mercadoria que custava R$ 120,00 sofreu ﬁm des-
conto de R$ 8,40. Qual foi a taxa percentual de desconto?

2 — Uma populagao que teve aumento de 12%, passou a ser
igual a 78 400 habitantes. Qual era a populagéo antes do
aumento?

3 — O nimero de clientes de uma loja diminuiu, num certo
periodo, de 1 200 para 1 056. Qual foi a taxa percentual de
diminuigao de dlientes no referido periodo?

4 — Uma mercadoria sofreu dois aumentos sucessivos: um de
20% em janeiro e outro de 25% em favereiro. Calcule o au-
menio percentual sofrida pela mercadoria no bimestre.

5 — Uma mercadaria sofreu um aumento de 25% em janeirc e
um desconto de 15% em fevereirc.

a) No bimeastre, a mercadaria sofreu aumento ou desconto?

b} De guanto?

RESPOSTAS
1) 7% 2) 70000 3} 12,5% | 4) 50%
habitantes
5. a) aumento
b) 6,25%

JUROS SIMPLES

Podemaos definir juros como o rendimento de uma aplica-
¢do financeira, valor referemte ao atraso no pagamento de
uma prestagdo ou a quantia paga pelo empréstimo de um
capital.

Atualments, o sistema financeiro utiliza o regime de juros
compostos, por ser mais lucrativo.

Os juros simples eram utilizados nas situagdes de curto
prazo, hoje ndo utilizamos a capitalizacéo baseada no regime
simples. Mas vamos entender como funciona a capitalizagéo
no sistema de juros simples.

No sistema de capitalizag8o simples, os juros sdo calcu-
lados baseados no valor da divida ou da aplicacéo.

Dessa forma, o valor dos juros ¢ igual no pericdo de apli-
cagdo ou composigdo da divida.

A expressio matemndtica ulilizada para o célculo das

‘situacBes envolvendo juros simples é a seguinte:

J=C*i¥*¢ onde

J = juros

C = capital

i = taxa de juros

t= te;npo de aplicag@o (més, bimestre, trimestre, semestre,
ano...

M=C+J

M = montante final

C = capital

J = juros

Exemplo 1

Qual o valor do montante produzido por um capital de R$

1.200,00, aplicado no regime de juros simpies a uma taxa
mensal de 2%, durante 10 meses?

Capital: 1200

i = 2% =2/100 = 0,02 ao més (a.m.)
i1=10 meses

J=C*i*t

J=1200*0,02* 10

J =240

M=C+]j

M =1200 + 240

M = 1440

O montante produzido serd de R$ 1.440,00.

Exemplo 2

Vamos construir uma planitha especificando passo a passo a
aplicacao de um capital durante o periodo estabelecido inici-
almente.

Um capital de R$ 5.000,00 foi aplicado a uma taxa de juros
mensais de 3% ao més durante 12 meses.

Determine o valor dos juros produzidos e do montante final
da aplicagao.




Motewmidticar

Més Mentante inicial Tures Montante finat
1 5 006,00 5.000 * 3% = 150 5.150,00
2 $.156,00 5.000 * 3% = 15G 5,300,600
3 5.300,00 5000 * 3% = 150G 5.450,00
4 5.450,00 5000 * 3% = 150 5.600,00
5 5.600,00 5.000 % 3% == 150 5.750,60
6 - 5750,00 5.000 % 3% = 150 5.900,00
T 5.900,00 5000 % 3% = 150 4,050,060
g 6.050,00 5.000 # 3% = 150 6,200,005
9 6.200,00 5.000 * 3% =150 6.350,60
10 £.350,00 S000*3% =150  6.300,00
11 6.500,00 5.000 * 3% = 150 8. 650,00
12 6.650,00 5,000 % 3% = 150 6.800,00

O montante final foi o equivalente a R$ 6.800,00, e os
juros produzidos foram iguais a R$ 1.800,00.

Exemplo 3 ‘
Determine o valor do capital que aplicade durante 14 meses,
a uma taxa de 6%, rendeu juros de R$ 2.688,00.

J=0C*i*t
2688 =(C* 0,06 * 14
2688=C*0,84
C=2688/0,84
C = 3200
O valor do capital & de R$ 3.200,00.

Exemplo 4

Qual ¢ capital gue, aplicado a juros simples de 1,5% ao més,
rende R$ 3.000,00 de juros em 45 dias?

J = 3000
i=15%=15/100=0,015
t = 45 dias = 45/30 = 1,5

J=C*i*t
3000 = C 0,015* 1.5
3000 =C*0,0225
C =3000/0,0225
C=133.333,33
O capital & de R$ 133.333,33.

Exemplo 5

Qual foi o capitat que, aplicado a taxa de juros simples de 2%
ao més, rendeu R$ 90,00 em um trimestrg?

J=C*i*t
90=C*0,02*3
90=C*0,06
C=90/0,086
C = 1500
O capital corresponde a R$ 1.500,00.

EXERCICIOS

1 — Uma loja vende um televisor por R$ 780,00 a vista. A
prazo, o aparelho & vendido por R$ 838,50, sendo dada uma
entrada de 20% do valor & vista e o restante pago apés 45
dias. A taxa anual de juros simples aplicada sobre o saldo
devedor & igual a:
a) 75% b)60%  ¢)30%  d)20% ) 9%

2 — Maria aplicou um capital de R§ 8 000,00 a laxa de juros
simples de 40%, durante 5 anos.

Responda:

a) Qual foi a quantia de juros simples, referente ac periodo de
1 ano, que Maria recebeu?

b) Qual fol a quantia de juro simples que ela recebeu, referen-
{e ao pertodo de 5 anos?

RESPOSTAS
7 - a) R$ 3.200,00
b) 16.000,00

- A

JUROS COMPOSTOS

O atual sistema financeiro utiliza o regime de juros com-
postos, pois ele oferece uma maior rentabitidade se compa-
rado ao regime de juros simples, onde o valor dos rendimen-
tos se torna fixo, @ no caso do composto o juro incide més a
més de acardoe com o somatdrio acumulativo do capital com o
rendimente mensal, isto é, pratica do juro sobre juro. As mo-
dalidades de investimentos e financiamentos sdo calculadas
de acordo com esse modelo de investimento, pois ele oferece
um maior rendimento, originando mais lucro.

Considere que uma pessoa apligue R$ 500,00 durante 8
meses em um banco gque paga 1% de juro ac més. Qual sera
o valor ao final da aplicagio?

A tabela demonstrara més a més a movimentacgfo finan-
ceira na aplicagdo do regime de juros compostos.

T s Capiral e Montante (R5)
M L?I{S‘! Juros Cagita ~ juwas

1 S [P de 300 =3 G

2 A oade 308 = 3,03 315,08

3 31005 1% dedlngsi=310 315,15

4 31518 1% dest315=5135 5230

3 2030 A% de i 30=35230 SENED

] SIS0 1Sade i3 =526 S TR

? 53076 1%ade 33076 =531 336,07

8 837 1% de 336,07 = 3,34 S41 43

No final do 8° més o montante sera de R$ 541,43,

Uma expressfo matematica utilizada no céloulo dos juros
compostos € a seguinte:

M= C*(1+1), onde:
M: montante

C: capital

i taxa de juros

t: tempo de aplicagio

Obs: Os céiculos envolvendo juros compostos exigem conhe-
cimentos de manuseio de uma calculadora cientifica.

Exemplo 1

Qual o montante produzido por um capitat de R$ 7.000,00
aplicados a uma taxa de juros mensais de 1,5% durante um
ano?

C: R$ 7.000,00
i: 1,5% aomés = 1,5/100=0,015
t 1 ano = 12 meses

M=C*(1+if "
M = 7000 * (1 + 0,015}
M = 7000 * (1,015)12

M = 7000 * 1,195618

M = 8369,33

O montanie serd de R$ 8.369,33.

Com a utilizagdo dessa formula podemos também calcular
¢ capitai de acordo com o montante,
Exempio 2

Calcule o valor do capital que, aplicado a uma taxa de 2% ao
més, rendeu em 10 meses a quantia de R$ 15.237,437

M: R$ 15.237,43
t: 10
i: 2% am.=2/100 = 0,02
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Modemdr

M=C*(1+i)
15237,43=C * (1 + 0,02)'°
15237,43=C* (1,02)"
15237,43 = C * 1,218994
C=15237,43/1,218994
C = 12500,00

O capital & de R$ 12.500,00.
Caleulande a taxa de juros da aplicagdo
Exemplo 3
Qual a taxa de juros empregada sobre o capital de R$

8.000,00 durante 12 meses que gerou o montante de R$
10.145,937

1014593 = 8000 * {1+

C: R$ 8.000,00

M: RS 10.145,93 1014393 _ .+

t12 8000

i ? 0+ =1 268241
Wa+H" =1,268241
14E = 1,62
i=502-1

A taxa de juros da apiicagdo foi de i=042

2%. =2%

Calcuiando o tempo da aplicacéo.
{Usc de técnicas de logaritmo)
Exemplo 4

Por quanto tempo devo aplicar um capital de R$ 800,00 a
uma taxa de juros de 3% ao més, para que produza um mon-
tante de R$ 1.444,89?

C: R$ 800,00

M: R$ 1.444,89

it 3% a.m.= 3/100 = 0,03
(i

1.444,89 = 800 * (1 + 0,03)'

1.444,89 = 800 * 1,03"

1.444,89/800 = 1,03

1,03'= 1,806 (apticar propriedade dos logaritmos)
logi,03" = log1,806

t *1og1,03 = log1,806

t #0,013 = 0,257

t = 0,257/0,013

t=20

O capital devera ficar aplicado por 20 meses.
EXERCICIOS

1 — Tomei emprestada, a 5% am (juro composto), a quantia
de R$ 1 700,00, para pagamento em 2 meses. Esse paga-
mento sera de:

a) R$ 175323
b) R$ 1874,25
c} R$ 1.932,32
d) R$ 1 984,29

2 — A taxa anual de juro, que, capitalizada semesiralmente,
produz Cr$ 35 691,20 de juro composto, relatives ao capital
de Cr$ 50 000,00 aplicado por 3 anos e 6 meses, &

a} 0,08 aa b; 0,1 aa
¢) 0,12 aa d} 0,18 aa
RESPOSTAS
i-B [ 2-D

TRIGONOMETRIA NQ TRIANGULO RETANGULO

Em principie, Trigonometria é o estudo da relagdes entre
as medidas de &ngulos e lados nos tridngulos retangulos
(rigono = tridngulo e metria = medida).

Razdes trigonométricas

O triingulo & retangulo quando um de seus &ngulos inter-
nos é reto, ou seja, mede 890°.

Observe-se o tridngulo ABC da figura com A =90° {reto),
e seus angulos agudos Le H.

E importante saber que:

a) Em relagdo ao angulo v , temos:
¢ é o cateto oposto;

b é o cateto adjacente,

b) Em relagéo ao Anguio ]-} , temos:
b € o caieto oposlo;
¢ & o cateto adjacente.

Seno. cosseno e tangente de um dngule agudo

Seja {4 medida de um angulo agude do trigngulo aci-
ma, temaos:

a} Seno do anguic L (sen (L ¥

E a razdo entre a medida do cateto oposto a (L ga
medida da hipotenusa, ou seja:

b} Cosseno do angulo L (cos & )

E a razdo entre a medida do cateto adjacente a 4 eoa
medida da hipotenusa, isto &:

b
Ry

ool
¢t Tangente e dnguis UL dg Ly

£ 3 raziio enire a madida do catetp opastea (l ¢
a mediga do catels adiacente a (L, inle &

tgm, W
4 b
N Kl
Observagiio: Com relacio a0 Anguls i podenos

estabeleokr a5 soguintes razdipg:
. b 0 !
senfie — cosfl =~  tgf= -
& # ¢
Podemos conchir pelas razbes oblidas que aen 1=

Tkt

H

o3 “’ sea b= cos {1, no trifngule dscutide temoes
L i—]’ =g0e i e ]_} s8o complenemares).
Conclusior

Doz Sngules complementaras 12m sene & co-senc
uas.
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Matemdtico

Aplicagac

Caicular x, dados:

sen WL = 0,8; cos = 0,6, 1g o = 0,75
Solugéo:

‘Primeiro & preciso decidir qual das trés razdes trigonomé-
tricas dadas convém ao problema,

Observe que a hipotenusa & conhecida e que x é a medi-

da do cateto adiacente a 4. como hipotenusa e caleto adja-
cente sdo relacionados palo cosseno, temos:

cosne = 0,6

x
S L b

Costt = o 20
20

TEOREMA DE PITAGORAS

O Teorema de Pitagoras € considerado uma das princi-
pais descobertas da Matematica, ele descreve uma relagdo
existente no tridngulo retangulo. Vale lembrar que o tridngulo
reténgulo pode ser idenlificado pela existéncia de um angulo

reto, isto é, medindo 80°. O tridngulo retdngulo é formado por

dois catetos e a hipotenusa, que constitui 0 maior segmento
do tridngulo e é localizada oposta ao dngulo reto. Observe:

Catetos: 2eb .
Hipotenusa; ¢

Q Teorema diz que: “a
soma dos quadrados %
dos catetos é igual ao
quadrado da hipotenu-

sa.” ]

a*+b*=

Exemplo 1

Calcule o valor do segmento desconhecido no tridngulo re-
tanguio a seguir.

=9+ 122
¥ =81+ 144
X2 =225
x2 = V225
x=15

_ e
x‘?":/l// ?
/

et

n

Foi através do Teorema de Pitdgoras que os conceitos e
as definigdes de niimeros irracionais comegaram a ser intro-
duzidos na Malematica.

O primeiro irracional a surgir foi ¥2, que apareceu ao ser
catculada a hipotenusa de um tridngulo retanguto com catetos
medindo 1. Veja:

=12+ 92 .\\:\\\
®=1+1 =,
=2 1 \\\x
Vxz =2 .
x=2 e

.
V2 = 1,414213562373.... i s

Exemplo 2

Calcute o valor do cateto no tridngulo reténgulo abaixo:
X

X+ 207 = 252
x2 + 400 = 625
¥ =625-400
X2 =225

Yx? =225
x=15

Exemplo 3

Um ciclista acrobéatico vai atravessar de um prédio a outro
com uma bicicleta especial, percorrendo a distancia sobre um
cabo de ago, como demonstra o esquema a seguir:

A

00

Y
i

Qual 4 a medida minima do comprimento do cabo de ago?

40w

Pelo Tecrema de Pitagoras temes;

X2 =102 + 402
=100 + 1600
=1700
% = 41,23 {aproximadamente)

EXERCICIOS

1 — Um &ngulo interno de um tridngulo reténgulo & tal que tg
(L = 2. Calcule sen & g cos L,

2 - Uma escada esta apoiada no solo € numa parede vertical.
A distancia entre o ponto de apoio da escada no solo & a
parede é de 2,8m, O angulo formado pela escadae a parede
é igual a 30°, Calcule o comprimento da escada.

300 £ (comprimento da escada)

28m
RE TAS

1) L 245
5

2)e=56m
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ANALISE COMBINATORIA E PROBABILIDADE

ANALISE COMBINATORIA

Foi a necessidade de calcular o nimero de possibilidades
existenies nos chamados jogos de azar gque levou ag desen-
volvimento da Analise Combinatéria, parte da Matematica
que estuda os métodos de contagem.

Esses estudos foram iniciados ja no século XV, pelo
matematico italiane Niccolio Fontana (1500-1557), conhecido
como Tartaglia. Depois vieram os franceses Pierre de Fermat
{1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662).

A Analise Combinatéria visa desenvolver métodos que
permitam contar - de uma forma indireta - o ndmero de ele-
mentos de um conjunto, estando esses elementos agrupados
sob certas condigtes.

Fatorial

Seja n um ndmero inteiro ndo negative. Definimos o {ato-
rial de n (indicado pelo simbolo n! ) como sendo:

nt=n.n1).(n-2)... 4321paran®2

Paran =0, teremos: 0l = 1,
Paran =1, teremos: 11 =1

Exemplos:

a) 6! =6.5.4.3.21=720
b4l =43.21=24

¢) observe que 6! = §.5.4
d) 10t = 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1
e% 10! =10.9.8.7.6.5!
f)y10t=10.9.8!

Prineipio fundamental da contagem - PFC

Se determinada acontecimento ocorre em n eiapas dife-
rentes, e se a primeira etapa pode ocorrer de ky maneiras
diferentes, a segunda de k» maneiras diferentes, e assim
sucessivamente, entdo o nimero total T de maneiras de
ocorrer 0 acontecimento é dado por:

T=ki.ks.Ka. . .Kn

Exemplo:

O DETRAN decidiu que as placas dos veiculos do Brasil
serao codificadas usando-se 3 letras do alfabeto e 4 algaris-
mos. Qual o nimero maximo de veiculos que podera ser
licenciado?

Soluggo:

Usando o raciocinio anterior, imaginemos uma placa
genérica do tipo PWR-USTZ.

Como o alfabeto possui 26 letras e nosso sistema numeéri-
co possui 10 algarismos (de 0 a 9), podemos concluir que:
para a 1* posigdo, temos 26 alternativas, e como pode haver
repetigéo, para a 2, e 3° também teremos 26 aliernativas.
Com relagéio aos algarismos, cancluimos faciimente que
termos 10 alternativas para cada um dos 4 lugares.

Podemos entdo afirmar que o ndmero total de velculos
que podern ser licenciados sera igual a: 26.26.26.10.10.10.10
que resulta em 175.760.000. Observe gue se no pals existis-
sem 175.760.00% veiculos, o sistema de codigos de empla-
camento teria que ser modificado, j& que nao existiriam nd-
meros suficientes para codificar todos os veiculos.

Permutagdes simples
Permutagdes simples de n elementos distintos s&o os
agrupamentos formados com todos os n elementos e que
diferem uns dos outros pela ordem de seus elementos.

Exemplo: com os elementos A,B,C séo possiveis as seguin-
tes permutagdes: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB e CBA.

O numero total de permutagdes simples de n elementos
distintos & dado por nl, isto é

P.=nl onde n!=n(n-1{n-2})....1.
Exemplos:
a) Ps= 6 = 6.5.4.3.21 =720

b) Calcule o ndmera de formas distintas de & pessoas ocupa-
rem os lugares de um banco retangular de cinco lugares.

Ps=51=54321=120

Denomina-se anagrama o agrupamento formado pelas
letras de uma palavra, que podem ter ou ndo significado na
linguagem comum.
Exemplo:

Os possiveis anagramas da palavra REl s&o:

REI, RIE, ERJ, EIR, IRE e IER.

Permutagfes com elementos repetidos

Se enire os n elementos de um conjunto, existem a ele-
mentos repetidos, b elementos repetidos, ¢ elementos repeti-

dos & assim sucessivamente, o nimero total de permutagtes
que pademos formar & dado por:

pledeny o 7l
* alblel.
Exemplo:

Determine o nimero de anagramas da palavra MATEMA-
TICA.(ndo considere o acenta)

Solugéo:

Temos 10 elementos, com repetigio. Observe que & letra
M esta repelida duas vezes, a lefra A trés , a letra T, duas
vezes. Na formula anterior, teremos: n=10, a=2, b=3 ¢ c=2.
Senda k o nimero procurado, podemos escrever.

k= 10! / (20.31.21) = 151200

Resposta; 151200 anagramas;

Arranjos simples

Dado um conjunto com n elementos, chama-se arranjo
simples de taxa k , a todo agrupamento de k elementos distin-
tos dispostos numa certa ordem. Dois arranjos diferem entre
si, pela ordem de colocagdo dos elementos. Assim, no con-
junto E = {a,b,c}, teremaos:

a) arranjos de taxa 2: ab, ac, bc, ba, ca, cb.
b} arranjos de taxa 3: abe, acb, bac, bea, cab, cha.

Representando o ndmero total de arranjos de n elementos
tomados k a k {taxa k) por A, teremaos a seguinte formula:
!

A ?4,.‘:-= (?2".5:)'
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Matemdtico.

Obs: é facil perceber que Anpn = nl = P, . (Verilique)
Exemplo:

Um cofre possui um disco marcado com os digitos
0,1,2.....9. O segredo do cofre &€ marcado por uma sequéncia
de 3 digitos distintos. Se uma pessoa tentar abrir o cofrg,
quantas tentativas deverd fazer{no maximo) para conseguir
abri-lo?

Solugao:
As sequéncias serdo do tipo xyz. Para a primeira posigao,
teremos 10 alternativas, para a segunda, 9 e para a terceira,

8. Podemos aplicar a formula de arranjos, mas pelo principio
fundamental de contagem, chegaremos ac mesmo resultado:

10.9.8 = 720.
Observe que 720 = A3

Combinagdes simnples

Denominamos combinagdes simples de n elementos
distintos tomados k a k {taxa k) aos subconjuntos formados
por k elementos distintos escolhidos entre os n elementos
dados.

Observe que duas combinagfes sfo diferentes guando
possuemn elementos distintos, ndo importando a ordem em
que 0s elementos sao colocados.

Exemplo:

No conjunto E= {a,b.c,d} podemos considerar:
a) comhinagdes de taxa 2: ab, ac, ad, be, bd, cd.
b} combinagdes de taxa 3: abc, abd, acd, bed,
c) combinagdes de taxa 4: abed.

Representando por Cn« o numero totai de combinagtes
de n elementos tomados k a k (taxa k) , termos a seguinte
farmula;

% #!

ATy

Nota: o nimero acima & também conhecido como nimero
binomiaf e indicado por:

»l

(3) gk!(nn%)!

Exemplo:

Uma prova consta de 15 questdes das quais o aluno deve
resclver 10. De quantas formas ele podera escolher as 10
questdes?

Solugao:
Observe que a ordem das questdes ndo muda o teste.

Lego, podemos concluir que trata-se de um problema de
combinagéo de 15 elementos com taxa 10,

Aplicando simplesmente a formula chegaremos a:

Ciso = 18! { [(15-10) 10 = 180 /(B!

. 1) =
15.14.13.12.11.101/ 5.4.3.2.1.10! = 3003

PROBABILIDADE
A histdria da teorla das probabitidades teve inicio com os
jogos de cartas, dados ¢ de roleta, £Esse & 0 motivo da grande
existéncia de exemplos de jogos de azar no estudo da proba-
bilidade. A teoria da probabilidade permite que se calcule a
chance de ocoméncia de um ndmero em um experimento
aleatério.
Experimento Aleatério
E aquele experimento que quando repstido em iguais con-
digdes, podem fornecer resultados diferentes, ou seja, sdo
resultados explicados ao acaso. Quando se fala de tempo ¢
possibilidades de ganho na loteria, a abordagem envolve
calculo de experimento aleatério.
Espago Amostral
E o conjunte de todos os resultados possiveis de um expe-
rimento aleatorio. A lefra que representa o espago amostral, &
S.
Exempio:

Langando uma moeda e um dado, simultaneamente, sendo
S o espago amostral, constituido pelos 12 elementos:

5= {K1, K2, K3, K4, K5, K6, R1, R2, R3, R4, R5, Ré}

Escreva explicitamente os seguintes eventos: A={caras e
um pamero par aparece}, B={um nimero primo aparece},
C={coroas e um nimero impar aparecem}.
Idem, o evento em que:
a)  AouB ocorrem;
b) B e C ocorrem;
c) Somente B ocorre.

Quais dos eventos A, B e C sédo mutuamente exclusivos?
Resolugao:

Para obler A, escolhemos os elementos de S conistituidos
de um K e um nimero par: A={K2, K4, Ké};

Para obter B, escolhemos os pontos de S constituidos de
numeros primos: B={K2,K3,K5,R2,R3,R5}

Para obter C, escolhemos os pontas de S constituidos de
um R e um nimero impar: C={R1,R3,R5}.

{(a) A ou B = AUB = {K2,K4,K6,K3,K5,R2 R3,R5)

{(b)Be C=Bn C={R3,R5

{c) Escolhemos os elementos de B que n&o estdo em A ou C;
BNG A°E NC® = {K3,K5R2}

A e C s80 mutuamente exclusivos, porque Am C=¢

Conceito de probabilidade

Se em um fendmeno aleatério as possibilidades s&o i-
gualmente provavels, entdo a probabilidade de ocorrer um
evento A &:

mimere de casos favoraveis

PlA)=

mimero de casos possivels
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7

Por, exemplo, no langamento de um dado, um ndmero par
pode acorrer de 3 maneiras diferentes dentre’6 .igualmente
provaveis, portanto, P = 3/6= 1/2 = 50%

Dizemos gue um espaco amostral S (finito) é equiprovavel
quando seus eventos elementares tém probabilidades iguais
de ocorréncia.

Num espago amaostrat equiprovavel 8 (finite), a probabili-
dade de ocorréncia de um evento A & sempre:

wimero de elementos de A x(A)

FA)y = =
mimero de elementos de S 2(8)
Propriedades importantes:

1. Se A e A’ sdo eventos complementares, entgo:
P(A)+P(A =1

2. A probabilidade de um evento & sempre um ndmaero entre

A (probabilidade de evento impossivel) e 1 (probabilidade do
evento certo).

0=P(8)=1
FProbabilidade Condicional

Antes da realizac@o de um experimento, é necessario que
j& tenha alguma informagdo sobre o evento que se deseja
observar. Nesse caso, 0 espago amostral se modifica e ¢
evento tem a sua probabilidade de ocorréncia alterada.

Férmula de Prohabilidade Condicional
P(EseEzeEze...e Enq1eEy) éigual a
P(E.).P(EJE).P(EYE: € Ea)..P(E/Es 0 Ez €. .En-1).

Onde P(E2/E1) é a probabilidade de ocorrer 2, condicionada
pelo fato de j& ter ocorrido Ej; '

P(EJ/E1 e Ea) € a probabilidade ocorrer E,, condicionada pelo
fato de ja terem ocorrido Eq e Ex;

P(Pn/Es e Ez e...Ex-1) ¢ a probabilidade de ocorrer Ey, condi-
cionada ao fato de ja ter ocorrido E e Ea...Ep-1.

Exemplo:

Uma urna tem 30 bolas, sendo 10 vermelhas e 20 azuis.
Se ocorrer um sorteio de 2 bolas, uma de cada vez e sem
reposicao, qual sera a probabilidade de a primeira ser verme-
ha e a segunda ser azul?

Resolugéo: .
Seja 0 espaco amostral S=30 bolas, e considerarmos o0s
seguintes eventos:

A: vermeiha na primeira retirada e P{(A) = 10/30
8: azul na segunda retirada e P{B) = 20/29

Assim:
P(A e B} = P(AL(B/A) = 10/30.20/29 = 20/87

Eventos independentes
Dizemos que E; e E» e ...En, Eq sé0 eventos independen-

tes quando a probabilidade de ocorrer um deles néo depende
do fato de os outros terem ou nao terem ocorrido.

Formula da probabilidade dos eventos independentes:
P(E: e Ez € Ez & .6 En-1 & Eq) = P{E+).P(Ez2).p(Es})...P(En) '
Exempio: )

Uma urna tem 30 bolas, sendo 10 vermelhas e 20 azuis.
Se sortearmos 2 bolas, 1 de cada vez e repando a sorteada
na urna, qual sera a probabilidade de a primeira ser vermelha
e a segunda ser azui?

Resolugio:

Como o5 eventos s&o independentes, a probabilidade de
sair vermelha na primeira retirada e azul na segunda retirada
é igual ao produto das probabilidades de cada condigao, ou
seja, P(A e B) = P(A).P{B). Ora, a probakilidade de sair ver-
metha na primeira refirada é 10/30 e a de sair azul na segun-
da retirada 20/30. Dai, usando a regra do produto, temos:
10/30.20/30=2/9. .

Observe que na segunda retirada foram consideradas
todas as bolas, pois houve reposigio. Assim, P(B/A) =P(B),
porgue o fato de sair bola vermelha na primeira retirada ndo
influenciou a segunda retirada, ja que ela fol reposta na urna.

Probabitidade de ocorrer a unido de eventos

Farmula da probabilidade de ocarrer a unido de eventos:
P(E+ ou Ez) = P{Eq) + P(E2) - P(E1 ¢ E2)

De fato, se existirem elementos comuns a E e E;, estes
eventos estardo computados no calculo de P(E,) e P(Ez).

Para gue sejam considerados uma vez s0, subtraimos
P(E1 e Ez).

Férmula de probabilidade de ocorrer a unifo de eventos mu-
tuamente exclusivos:
P(E1 ou E; ou E3 ou ... ou En) = P{E1) + P(E2) + ... + P(Ep)

Exemplo: Se dois dados, azul @ branco, forem langados, qual
a probabilidade de sair 5 no azul e 3 no branco?

Considerando os eventos:

A: Tirar 5 no dado azul e P{A} = 1/6
B: Tirar 3 no dado branco e P(B)} = 1/6

Sendo S o espago amostral de todos os possivels resuitados,
temaos: "
n(S) = 6.6 = 36 possibilidades.

Dai, temos:P{A ou B} = 1/6 + 1/6 — 1/36 = 11/36

Exemplo: Se retirarmos aicatoriamente uma carta de baralho
com 52 cartas, qual a probabilidade de ser um 8 ou um Rei?

Sendo S o espacgo amostral de todos os resultados possi-
veis, temos: n{S) = 52 carfas.

Considere os eventos:
A: sair 8 e P{A)} = 4/52
B: sair um rei e P(B) = 4/52
Assim, P(A ou B) = 4/52 + 4/52 —~ 0 = 8/52 = 2/13. Note que
P(A e B) = 0, pois uma carta ndo pode ser 8 e rei a0 mesmo
tempo. Quando isso ocorre dizemos que os eventos A e B
sdo mutuamente exclusivos.
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EXERCICIOs

01 - Um coquetel & preparado com duas ou mais bebidas
distintas, Se existem 7 bebidas distintas, quantos coquetels
diferentes podem ser preparados?

a) 20
b) 120
c) 10
d) 110

02 - Sobre uma circunferéncia sdo marcados 9 pontos distin-
tos. Quantos tridngulos podern ser construidos com vértices
nos 9 pontos marcados?

a) 84
h) 74
c} 64
d) 54

03 - Uma familia com § pessoas possui um automovel de 5
lugares. Sabendo que somente 2 pessoas sabem dirigir, de
guantos modos poderdo se acomodar para uma viagem?

a) 38
b} 48
ch 28
d} 18

04 - Sabendo-se que a probabilidade de que um animal ad-
quira certa enfermidade, no decurso de cada més, ¢ igual a
30%, a probabilidade de que um animal sadic venha a contra-
ir a dognga sé no 3° més é igual a:

a) 21%
b} 49%
c) 6,3%
d) 14,7%

05 - A eficAcia de um teste de laboratdrio para checar certa
doenga nas pessoas que comprovadamente tém essa doen-
¢a é de 90%. Esse mesmo teste, porém, produz um falso-
positivo (acusa positivo em guem nado tem comprovadamente
a doencga) da ordem de 1%. Em um grupo populacional em
que a incidéncia dessa doenga & de 0,5%, seleciona-se uma
pessoa ao acaso para fazer o teste. Qual a probabilidade de
que o resultado desse teste venha a ser positiva?

a) 1,443%
b) 1.444%
c) 1.445%
d) 1,446%

06 - A probabilidade de um atirador acertar um alvo em um
linico tiro & 0,2. Com apenas 4 tiros, qual a probabilidade de
esse atirador acertar 0 alvo s6 duas vezes?

a) 15,26%
b) 16,25%
¢} 16,36%
d) 15,36%
RESPOSTAS ‘
i-B [3-A | 3-B [ 4D [ 5-C | 6-D

GEOMETRIA PLANA
ELEMENTOS

A geometria plana, também chamada geomeiria elemen-
tar ou Euclidiana, teve inicic na Grécia antiga. Esse estudo
analisava as diferentes formas de objetos, e baseia-se em
trés conceitos basicos: ponto, reta e plano. A geometria esta
apoiada sobre alguns postulados, axiomas, definicbes e teo-
remas, sendo que essas definighes e postilados séo usados
para demonstrar a validade de cada teorema.

A Geometria permite que fagamos uso dos conceitos
elementares para construir outros objetos mais complexos
como: pontos especiais, retas especiais, planos dos mais
variados tipos, angulos, médias, centros de gravidade de
objetos, etc.

Algumas definigdes

Poligono: £ uma fi igura plana formada por trés ou mais seg-
mentos de reta que se intersectam dais a dois. Os segmentos
de reta sdo denominados lades do poligono.Os pontos de
intersecgio s80 denominados vértices do poligono. A regido
interior ao poligono & muitas vezes tratada como se fosse o
préprio poligono.

| e vértices o

Poligono convexo: £ um poligono construido de modo que
os prolongamentos dos lados nunca ficarao no interior da
figura original. Se dois pontos pertencem a um poligono con-
vexo, entdo todo o segmento tendo estes dois pontos como
extremidades, estara inteiramente contido no poligona.

Pullgono e de fados Polfgono “IN* de lados
Tridngulo 3 (Quadritatero 4
Pentégono | . 5 Hexagono 8
Heptagono 7 Octdgono 8
Eneagono 9 Decagono 10
Undecagone 11 Dodecagono 12

Poligono néo convexo: Um poligono é dito ndc convexo se
dados dois pontos do poligono, o segmento gue tem estes
pontos como extremidades, contiver pontos que estdo fora do
poligono.

" Convexo - Convexoe

Segmentos congruentes: Dois segmentos ou Angulos séo
congruentes quando tém as mesmas medidas.

Yyl

Angulos
congruentes

Segmentos
cornigruentes
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Paralelogramo: E um quadriibterc cujos lados opostos séio
~ paralelos. Pode-se mostrar que num paralelogramo:

- Os lados opostos s8o congruentes;

- Os dngutos opostos s8o congruentes;

~ A soma de dois dngulos consecutivos vale 180%
- As diagonais cortam-se ao meio.

'

Losango: Paralelogramo que tem todos os quatro lados
congrgentes. As diagonais de um losanga formam um angulo
de 90°.

Retangulo: E um paralelogramo com quatre angulos retos e
dois pares de lados paralelos.

Guadrado: E um paralelogramo que é ao mesmo tempo um
losango e um retdngulo. O guadrado possui guatro lados com
a mesma medida e também quatro angulos retos.

Trapézio: Quadrilatero gue sd possui dois lados opostos
paralelos com comprimentos distintos, denominados base
menor e base maior. Pode-se mostrar que o segmento gue
liga os pontos médios dos lados nfo paralelos de um trapézio
& paralelo as bases e 0 seu comprimento é a média aritméti-
ca das somas das medidas das bases maior e menor do
trapézio.

Trapézio isésceles: Trapézio cujos lados nao paralelos sdo
congruentes. Neste caso, existem dois angulos congruentes
e dois lados congruentes. Este quadrilatero é obtido pela
retirada de um tridngulo isdsceles menor superior {amarelo)
do triangulo isésceles maior.

"Pipa" cu "papagaio™: E um quadritatero que
tem dois pares de lados consecutivos congru-
entes, mas os seus lados opostos ndo s@o
congruentss.

b

Neste caso, pode-se mostrar que as dia-
gonais sio perpendiculares e que os angulos
opostos ligados pela diagonal menor séo
congruentes.

EXERCICIOS

1 - Poligono construido de modo que os prolongamentos dos
lados nunca ficardo no interior da figura original.

a) poligono convexo b) poligone néo convexo
2 — A figura abaixo trata-se de um:

a) trapézio

b} paralelogramo
c) losango

d) retangulo

[ RESPOSTAS |
1A | 2-B

POLIGONOS E TRIANGULOS

Segmentos Lineares e poligonais abertas

A seguir, apresentamos um segmento, dois segmentos
consecutivos e trés segmentos consecutivos. Segmentos
consecutivos sdo aqueles em que a extremidade final do
primeiro segmento &€ a extremidade inicial do segundo e a
exiremidade final do segundo € a extremidade inicial do ter-
ceiro e assim por diante.

Uma linha poligonal aberta & formada por segmentos de
reta consecutivos e ndo colineares, ou sgja, segmentos de
reta que nfo estdo alinhados na mesma reta e que néo se
fecharmn.

Poligono (Poligonal fechada) e Regifio poligonal

Poligono € uma figura geomélrica cuja palavra € proveni-
ente do grego que quer dizer: poli (muitos) + gonos (angulos).
Um poligono € uma linha poligonal fechada formada por
segmentos conseculivos, ndo colineares que se fecham.

A B

A regido interna a um poligeno € a regide plana delimitada
por um poligono.

Muitas vezes encontramos na literatura sobre Geometria
a palavra poligorio identificada com a regido localizada dentro
da linha poligonal fechada, mas é hom deixar claro que poli-
gono representa apenas a linha. Quando n&o ha perigo na
informacgdo sobre o gue se pretende obter, pode-se usar a
palavra num ou no outro sentido.

Poligono

Considerando a figura anexada, ohservamos que:

- Os segmentos AB, BC, CD, DE e EA s&o os lados do poli-
gono e da regifo poligonal.

- Os pontos A, B, C, D, E s3o os vérlices da regifio paligonal
¢ do poligono.

- Os angulos da linha poligonal, da regido poligonal fechada e
do poligono séo: A,B,C,DeE,
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Tridngulos e a sua classificagdo

Trigngulo & um poligono de trés lados. E o poligono que
possui 0 menor nimero de lados. Talvez seja o poligono mais
importante que existe. Todo tridngulo possui alguns elemen-
tos e os principais saoc: vértices, lados, dngulos, alturas, me-
dianas e bissetrizes.

Apresentaremas agora alguns objetos com detalhes sobre
05 Mmesmaos.

- Vériices: A,B,C.
- Lados: AB,BC ¢ AC.

- Angulos internos: a, b e c.

Altura: E um segmento de reta tragado a partir de um vértice
de forma a encontrar o lado oposto ao vértice formando um
angulo reto. BH é uma altura do tridngulo.

x>
T
w
9

Mediana: E o segmento que une um vértice ao ponto médio
do {ado oposto. BM é uma mediana.

Bissetriz: £ a semi-reta que divide um angulo em duas par-
Ee):s iguais. O angulo B esta dividido ao meio e neste caso E =

Angulo Interno: E formada por dois lados do tridngulo. Tado
triangulo possui trés anguios internos.

Angulo Externo: E formado por um dos lados do tridngulo e
pelo prolongamento do lado adjacente{ao lado).

Ciassificagio dos triingulos quanto ao niimero de lados

" Os trés lados tém
g rﬁ?;:‘; medidas iguais.
d m(AB)=m({BC)=m(CA}’
Tranaulo Dois lados tém a
Fséscgeles mesma medida.
m{AB)}=m(AC)
Trianaulo Todos os trés lados
Escaigerlo ! tém medidas
diferentes.

Ciassificag@o dos tridngulos quanto is medidas
dos angulos

Todas as angulos internos sdo agu-

AE:?ZE;LTO dos, isto &, as medidas dos angulos
580 menores do que 90°.
Triangulo Um &ngulo internc & obluso, isto &,

possul um &ngulo com madida malor

Obtus&ngulo do que 90°.

Possul um angulo interno reto
(90 graus).

Triangulo
Retangulo

Medidas dos dngulos de um tridngulo

Angulos Internos: Consideremos o triangulo ABC. Podere-
mos identificar com as letras a, b e ¢ as medidas dos &ngulos
interncs desse tringulo. Em aiguns locais, escrevemos as
letras maitisculas A, B e C para representar os éngulos.

'y —p

A soma dos &ngulos internos de qualquer tridngulo &
sempre igual a 180 graus, isto é:

a+b+c=180°
Exemplo: Considerando o fridngulo abaixo, podemos escre-

ver que: 70°+60°+x=180° e dessa forma, obtemos x=180°-
70°-60°=50°.

Angulos Externos: Consideremos o tridngulo ABC. Como
observamos no desenho, em anexo, as letras minisculas
representam os angulos internios e as respectivas letras mai-

Usculas os dngulos externos.

A 3 cl\C

Todo angulo externo de um tridingulo é igual a soma dos
dois angulos internos néo adjacentes a esse angulo externo.
Assim:

Azbtc, Bzare, C=ath

Exemplo: No triangulo desenhado abaixo: x=50°+80°=130°,




Congruéncia de Tridngulos

A idéia de congruéricia: Duas figuras planas s8o congruen-
tes quando tém a mesma forma e as mesmas dimensdes,
isto &, o mesmao tamanho.

Para escrever que dois tridngulos ABC e DEF sao con-
gruentes, usaremos a notagao:

ARG ~ DEF

Para os tridngulos das figuras abaixo:

existe a congruéncia entre os lados, ial que:
AB ~ BS, BC ~ 8T, CA~TR
e entre os dngulos:
A~R,B~5,C~T

Se o triangulo ABC é congruente ao trigngulo RST, escre-
vemos:

ABC ~ RST
Dois triangulos s3o congruentes, se os seus elementos
correspondentes sdo ordenadamente congruentes, isto 4, os
trés lados e os trés angulos de cada tridngulo tém respecti-
vamente as mesmas medidas.
Para verificar se um tridngulo @ congruente a outro, ndo é
necessario saber a medida de todos os seis elementos, basta

corthecer trés elementos, entre os quais esieja presenté pelo
mertas um lado.

EXERCICIOS

1 - Assinale as alternativa incorretas:
a) Triangulo equilatero: Os trés lados tém medidas iguais.
b) Tridngulo isosceles: Dois lados tém a mesma medida.

c) Tridngulo escaleno: Todos os trés lados tém medidas
iguais.

d) Trigngulo acutangulo: Todos os angulos internos sé@o agu-
dos, isto &, as medidas dos dngulos séo maiores do que 90°.

e) Tridngulo obtusangule:  Um angulo interno é obtuso, isto
@, possui um angulo com medida maior do que 90°,

f) Tridngulo retAngulo:  Possui um anguic interno obtuso (90
graus).

RESPOSTAS
C-D-F

CIRCULO, CIRCUNFERENCIA E ARCOS

A importéncia da circunferéncia

A circunferéncia possui caracteristicas ndo comumente
encontradas em outras figuras glanas, como o fato de ser a
Unica figura plana que pode ser rodada em torna de um ponto
sem modificar sua posicido aparente. E também a tnica figura
que & simétrica em relagdo a um ndmero infinito de eixos de
simetria. A circunferéncia é importante em praticamente todas
as areas do conhecimento como nas Engenharias, Matemati-
ca, Fisica, Quimica, Biologia, Arquitetura, Astronomia, Artes e
também é muito utilizado na indistria e bastante utilizada nas
residéncias das pessoas.

Gircunferénciz e Cireuio

Circunferéncia: A circunferéncia € o lugar geomélrico de
todos os pontos de um plano que estdo localizados a uma
mesma distancia r de um ponto fixo denominado o centro da
circunferéncia. Esta talver seja a curva mais importante no
contexto das aplicagdes.

Circulo: é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja
distncia a um ponto fixo O € menor ou igual que uma distan-
cia r dada. Quando a distancia é nula, o circulo se reduz a um
ponto. O eirculo é a reunidoe da circunferéncia com o conjunio
de pontos localizados dentro da mesma. No grafico acima, a
circunferéncia é a linha de cor verde-escuro que envalve a
regifo verde, enquanto o circulo é toda a regido pintada de
verde reunida com a circunferéncia.

Pontos interiores de um circulo e exteriores a um circulo

Pontos interiores: Os pontos interiores de um circulo sGo os
pontos do circulo que ndo estdo na circunferéncia.

exierior

interior

Pontos exteriores: Os pontos exteriores a um circulo séo os
pontos localizados fora do circulo.

Raio, corda e diametro

Raio: Raio de uma circunferéncia {ou de um circulo) é um
segmento de reta com uma extremidade no centro da circun-
feréncia e a outra extremidade num ponto qualquer da circun-
feréncia. Na figura, os segmentos de reta OA, OB e OC sao
raios,
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Corda: Corda de uma circunferéncia € um segmento de reta
cujas extremidades pertencern & circunferéncia. Na figura, os
segmentos de reta AC e DE s8o cordas.

Diametro: Didmetro de uma dircunferéncia {ou de um circulo)
& uma corda que passa pelo centro da circunferéncia. Obser-
vamos que o didmetro é a malor corda da circunferéncia. Na
figura, o segmento de reta AC & um didgmefro.

Posigdes relativas de uma reta e uma circunferéncia

Reta secante: Uma reta é secante a uma circunferéncia se
essa reta intercepta a circunferéncia em dois pontos quais-
quer, podemos dizer também que € a rela que contém uma
corda.

Reta tangente: Uma reta tangente a uma circunferéncia &
uma reta que Intercepta a clreunferneia em um Unico ponto
P. Este ponto & conhecido como ponto de tangéncia ou ponto
de contato. Na figura ao lade, o ponto P & o ponto de tangén-
cia e a reta que passa pelos pontos E e F ¢ uma reta tangen-
te & circunferéncia.

Ohservagdes:

Raios e diametros sd0 homes de segmentos de retas mas
as vezes 540 também usados como os comprimentos desses
segmentos. Por exemplo, podemos dizer que ON @ o rajo da
circunferéncia, mas & usual dizer que o raio ON da circunfe-
réncia mede 10em ou que o raio ON tem 10cm.

Tangentes e secantes s&c nomes de retas, mas também
sdo usados para denofar segmentos de retas ou semi-retas.
Por exemplo, “A tangente PQ" pode significar a reta tangente
a circunferéncia que passa pelos pontos P e Q mas tamberm
pode ser o segmento de reta tangente a circunferéncia que
liga os pontos P e Q. Do mesmo modo, a "secante AC" pode
significar a reta que contém a corda BC e também pode ser 0
segmento de reta ligando o ponto A ao ponto C.

Propriedades das secantes e tangentes

Se uma reta s, secante a uma circunfe-
réncia de centro O, intercepta a circunfe-
réncia em dois pontos distintos Ae B e se
M & o ponto médio da corda AB, entdo o
segmento de reta OM & perpendicular a reta
secante s.

Se uma reta s, secante a uma circunfe-
rénecia de centro O, intercepta a circunfe-
réncia em dois pontos distintos A ¢ B, a
perpendicular a reta s que passa pelo cen-
tro O da circunferéncia, passa também pelo
ponto médio da corda AB.

Seja OP um raic de uma circunferén-
cia, onde O é o centro e P um ponto da
circunferéncia. Toda reta perpendicular ao
raio OP é tangente a circunferéncia no
ponto de tangéncia P.

Toda reta tangente a uma clrcunferéncia & perpendicular
ao raio no ponto de tangéncia.

Posicies relativas de duas circunferéncias

Reta tangente comum: Uma reta que & tangente a duas
circunferéncias ac mesmo tempo é denominada uma tangen-
te comum. Ha duas possiveis retas tangentes comuns: a
interna e a externa.

Tangente comum interna

Tangente comum externa

|

Ao tragar uma reta ligando os centros de duas circunfe-
réncias no plano, esta reta separa o planc em dois semi-
planos. Se os pontos de tangéncia, um em cada circunferén-
cia, estdo no mesmo semi-piano, temos uma reta tangenie
comum externa. Se os pontos de tangéncia, um em cada
circunferéncia, estdo em semi-planos diferentes, temos uma
reta tangente comum interna.

Circunferéncias internas: Uma circunferéncia C1 é internaa
uma circunferénca C2, se todos os pontos do circule C1

. estdo cantidos no circule C2, Uma circunferéncia € externa &

outra se fodos os seus poritos séo pontos externos a outra.

Circunferéricias concéntricas: Duas ou mals clrcunferén-
cias com o mesmo centro mas com raios diferentes séo cir-
cunferéncias concéntricas.

Circunferéncias tangentes: Duas circunferéncias que estéo
no mesmo plano, sdo tangentes uma & outra, se elas s&o
tangentes & mesma reta no mesmo ponto de tangéncia.

Circunferéncias

Circunferéncias ]
tangentes externas

_tangentes internas

As circunferéncias séo tangentes externas uma & oulra se
03 seus centros estdo em lados opostos da reta tangente
comum e elas sdo tangentes internas uma & outra se os seus
centros estdo do mesmo lado da reta tangente comum.

Circunferéncias secantes: sdo aguelas que possuem so-
mente dois pontos distintos em comum.

Segmentos tangentes: Se AP e BP s&o segmentos de reta
tangentes a circunferéncia nos ponto A e B, entio esses
segmentos AP e BP sdo congruentes.

Poligonos circunscrites
Poligono circunscrito a uma circunferéncia é o que possui

seus lados tangentes & circunferéncia. Ao mesmo tempo,
dizemos que esta circunferéndia esté inscrita no poligono.




Modtemdtico

Quadrilatero circunserito Tridngulo circunscrito

Propriedade dos quadriliteros circunscritos: Se um qua-
drildtero € circunscrito a uma circunferéncia, a soma de dols
lados opostos & igual 2 soma dos outros dois lados.

Arco de circunferéncia e dngulo central

Seja a circunferéncia de centro O tragada
ac lado. Pela definicBo de circunferéncia te-
mos que OP=0Q=0R=... e isto indica que o0s
raios de uma circunferéncia so segmentos
congruentes.

Circunferéncias congruentes: S&c circunferéncias gue
possuem raios congruentes. Aqui a palavra raio refere-se ao
segmento de reta e ndo a um niimero,

Anguio central: Em uma circunferéncia, o
angulo central & aguele cujo vértice coincide
com o centro da circunferéncia. Na figura, o §
anguto a & um angulo central. Se numa ¢
circunferéneia de centro O, um angulo cen- *
tral determina um arco AB, dizemos que AB
& o arco correspondente ao angulo A

Arco menor: E um arco que retne dois pontos da circunfe-
réncia que ndo s&0 exiremos de um didmetro e todos os
pontos da circunferéncia que estéio dentro do angulo central
citjos lados contém os dois pontos. Na figura, a linha verme-
tha indica o arco menor AB ou arco menor ACB.

Arco maior: £ um arco que liga
dois pontos da circunferéncia
que ndo sdo extremos de um
diametro e todos os pontos da
circunferéncia que estao fora do
angulo central cujos lados con- e

tém os dois pontos. Na figura, o ponto D esta no arco maior
ADB enguanto o ponto C ndo esta no arco maior mas esta no
arco menor AB, assim é frequentemente usado trés letras
para representar © arco maior.

argo |
maiory,

Semicircunferéncia: E um arce obtido pela .
reunido dos pontos extremos de um didmetro T
com todos os pontos da circunferéncia que §
estdo em um dos lados do digmetro. O arco §
RTS & uma semicircunferéncia da circunferén-
cia de centro P e o arco RUS é outra.

Observagdes: Em uma clrcunferéncia dada, temos gue:

- A medida do arco menor é a
medida do angulo central cor-
respondente a m(A B) e a
medida do arco. maior ¢ 360 Ar€O |
graus menos a medida do arco maiory
menor m{AOB).

- Amedida da semicircunferéncia & 180 graus ou Pi radianos.

- Em circunferéncias congruentes ou.em uma simples circun-
feréncia, arcos que possuem medidas iguais 580 arcos con-
gruentes. g,

- Em uma circunferéncia, se um ponto E }
estad entre os pontos D e F, que séo extre- i
midades de um arcc menor, entdor %
m(DE)+m(EF)=m(DF). o

- Se o ponto E esta entre os pontos D e F, exiremidades de
um arco maior; m{DE)+m(EF)=m(DEF).

- Apenas esta Ultima relagao faz sentido para as duas ultimas
figuras apresentadas.

Propriedades de arcos e cordas

Uma corda de uma circunferéncia € um segmenta de reta
que une dois pontos da circunferéncia. Se os extremos de
uma corda ndo sdo extremos de um didmetro eles sdo extre-
mas de dois arcos de circunferéncia sendo um deles um arco
menor e o outro um arco maior. Quando néo for especificada,
a expressdo arco de uma corda se referira ao arco menor e
guanto ao arco maior sempre teremos que especificar.

Observagdes:

- Se um ponto X esta em um arco AB e o arce AX é congru-
ente ao arco XB, o ponto X € o ponto médio do arco AB. Alem
disso, qualquer segmento de reta que contém o ponto X & um
segmento bissetor do arco AB. O ponto médio do arco nao é
o ceniro do arco, o centro do arco & o centro da circunferén-
cia que contém o arco.

- Para abler a distancia de um pontc O a

uma reta r, tragamos uma reta perpendicu-

lar 4 reta dada passando pelo ponto 0. O T

pontoc T obtido pela intersecdo dessas

duas retas & o ponto que determinara um

extremo do segmento OT cuja medida ) 4
representa a distancia enire o ponto e a

reta.

- Em uma mesma circunferéncia ou em circunferéncias con-
gruentes, cordas congruentes possuem arcos congruentes e
arcos congruentes possuem cordas congruentes. (Situagéo

- Um diametro que é perpendicular a uma corda & bissetor da
corda e também de seus dois arcos. (Situagéo 2)

- Em uma mesma circunferéncia ou em circunferéncias con-
gruentes, cordas que possuem a mesrma distdncia do centro
s5o congruentes. (Situacgéo 3)

Situagéo 1 Situagéo 2 Situagdo 3

EXERCICIOS

1 - Circunferéncias que possuem somente dois pontos distin-
{os em comum:

a) circunferéncias concéniricas
b} circunferéncias tangentes

c) circunferéncias secantes

d) circunferéncias internas

- RESPOSTAS
i-C
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RETAS PARALELAS

Duas retas distintas num mesmo plano a sdo paralelas
guando ndo tém nenhum ponto em comum.

e i
s et

retas paralelas
Feixe de retas paralelas

Um feixe de retas paralelas s30 um conjunto de 3 ou mais
retas paralelas.

feixe de retas paralelas

Transversal

i
duas retas paralelas cortadas por uma transversal

Transversal € 0 nome dado a rela que cruza as retas
paraielas.

Obs: Pode haver mais de 1 transversal.

Angulos formados por duas retas paralelas
cortadas por uma transversal

Transversal Perpendicular as retas

Quando a transversal for perpendicular as duas semi-
retas paralelas todos os angulos serdo retos (de 90°)

1
]

o
jKxaa)
o

Transversal nido-perpendicular as retas

Quando a transversal ndo for perpendicutar as retas para-
lelas, havera quatro anguios agudos iguais e quatro angulos
oktusos iguais.

Tipos de angulos
Posicdo
Colaterais: Estdo no mesmo lado da fransversal.

Alternos: Estio em lados diferentes da transversal e podem
ser interna ou externa.

Classificagdo Geral

Colaterais internos: Estdo do mesme lado da transversal,
entre as paralelas, a soma dos éngulos é 180°

Colaterais externos: Estdo do mesmo lado da transversal,
fora das paralelas, a soma dos angulos é 180°

Colaterais adjacentes: Estdo do mesmo lado da transversal,
mas ndc na mesma regido, apresentam o mesmo vértice, a
soma dos angulos & 180°

Colaterais correspondentes: Estdo do mesmo lado da
transversal, mas ndo na mesma regido e ndo apresentam o
mesmo vérlice, os angulos séo iguais

Alternos internos: Estéo em lados diferentes da transversal,
enfre as paralelas e ndo apresentam o mesmo veértice, 0s
angulos sdo iguais

Alternos externos: Estdo em lados diferentes da transversal,
fora das paralelas e ndo apresentam o mesmo véttice, os
angulos sdo iguais

Alternos comuns: Estio em lados e regibes diferentes da
transversal e ndo apresentam o mesmo vértice, a soma de
seus angulos & 180°

Alternos adjacentes: Estdo em lados diferentes da transver-
sal, mas na mesma regifo e apresentam o mesmo vértice, a
soma dos angulos é 180°

Opostos pelo vértice: Estdo em lados e regides diferentes
da transversal e apresentam o mesmo vértice, os angulos
sdo iguais,

Complementares: sao agueles que, somados, resultam 90°
Angulo reto; é o angulo que medem exatamente 90°.

Angulo central: é o angulo cujo vértice & o centro da circun-
feréncia.

Angulo Inscrito: & o angulo cujo vértice pertence a uma
circunferéncia ¢ seus ladeos sfo secantes a ela.

Angulo Obtuso: & um angulo cuja medida esta enire 90 ° e
180 °.

Anguio Agudo: é o angulo cuja medida é maior do que G e
menor que 20 graus.

Angulo de meia volta ou raso: & o dngulo que mede exata-
mante 180°.

Angulo de uma voita: & aguele que mede 360°, ou seja,
uma volta inteira.

Correspondenies:
do.{congruentes)

s8o o0s gque estBo do mesmo la-
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Classificagac geral

Regifes
Regifio /Exiema

interna: Enire areta

Externo: Fora da reta - Regio/Externa

EXERCICIOS
Assinale ag alternativas incorretas:

a) Colaterais internos: Estdo do mesmo lado da transversal,
entre as paralelas, a soma das angulos é 90°

b)Colaterais externos: Estdo do mesmo lado da transversal,
fora das paralelas, a soma dos dngulos é 180°

c)Colaterais adjacenies: Estdo do mesmo lado da transver-
sal, mas nZo na mesma regido, apresentam o mesmo vértice,
a soma dos angulos é 180°

d) Cofaterais correspondentes: Estdo do mesmo lado da

transversal, mas n&o na mesma regido e ndo apresentam o
mesmo vértice, os dhgulos s8o diferentes.

RESPOSTAS
A-D

NOMEROS COMPLEXOS

Na resolugéo de uma equagao algébrica, um fator funda-
mentat é o conjunto universo que representa o contexto onde
poderemos encontrar -as solugdes. Por exemplo, se estiver-
mos trabalhando no conjunto dos ndmeros racionais, a equa-
¢ao 2x+7=0, terd uma Unica solugdo dada por x=-7/2. assim,

o conjunto solugdo sera:

S={7/2}

mas, se estivermos procurando por um ndmero inteiro como
resposta, o conjunto solugdo serd o conjunto vazio, isto &

s=2=() A

De forma analoga, so tentar obter o conjunto soiugio para
a equacdo *2+1=0 sobre o conjunto dos ndmeros reais, obte-
remos como resposta o conjunto vazio, isto é:

5=0={}

¢ que significa que ndo existe um numero real que elevado
ac guadrado sefa igual a -1, mas se seguirmos o desenvolvi-
mento da equagéo pelos métodos comuns, obteremos:

x= R[] =V

onde R[-1] & a raiz quadrada do nimero real -1. isto parece
ndo ter significado pratico e foi por esta razao que este nime-
ro foi chamado imaginario, mas o simples fato de substituir
R[-1] pela letra i (unidade imaginaria) e realizar operagdes
como se estes nlmeros fossem polindmios, faz com que uma
série de situagdes tanto na Matematica como na vida, tenham
sentido pratico de grande utilidade e isto nos leva A teoria dos
nimeras complexos.

Defini¢dao de nimero complexo

Numero complexo é tode nimero que pode ser escrito na
forma

z=a+hbi

onde a e b s&o numeros reais e i é a unidade imaginaria. O
numero real a é a parte real do nimero complexo z e o nime-
ro real b € a parte imaginaria do nimero complexo z, denota-
das por:

a=Re{z) e b=Im(z}

Exemplos de tais ndmearos sdo apresentados na tabela.

Nimero complexoParte real Parte imaginaria
L 231 2| 3
208 2 3
3 2 0
3i 0 T
- -3 0 3" )
0 0 0
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Motermatieo

Observagdo: O conjunto de todos os nimeros complexes &
denotado pela letra C e o conjunto dos nimeros reais pela
letra R. Como todo nimero real x pode ser escrito como um
nimero complexe da forma z=x+yi, onde y=0 entdc assumi-
remos gue o conjunto dos numeros reais esta contido no
conjunto dos nlimeros complexos.

Elementos complexos especiais
igualdade de nimeros complexos: Dados os nimeros
complexos z=a+bi e w=c+di, definimos a igualdade entre z e
w, escrevendo
z=w se asomentese, a=ceb=d
Para que os nimeros complexos z=2+yi e w=c+3i sejam

iguais, deveremos ter que c=2 e y=3.

Oposto de um nimero complexo: O oposto do nimero
complexo z=a+hi & o numero complexo denotado por -z=-
(athi), isto &:

-z = Qposto(athi) = (-a} + (-b)i

O oposto de z=-2+3i é o nimero complexo -z=2-3i.
Conjugado de um namero complexo: O nimero complexo
conjugado de z=a+bi & o numero complexo denotado por
*=a-hi, isto &;

z* = conjugado{a+bi) = a + (-b)

O conjugado de 2=2-3i & o nlimero complexo z*=2+3i.

Operagdes basicas com numeros complexos

Dados os nimeros complexos z=at+bi e w=c+di, podemos
definir duas cperagdies fundamentais, adi¢fo e produto, agin-
do sobre eles da seguinte forma:

z+w = {a+hi} + {c+di) = (a+c) + (b+d)i

Z.w = {a+bi).(c+dl} = (ac-bd) + (ad+bc)i

Observacio: Tais operagdes lembram as operagbes com
expressdes polinomiais, pois a adigio é realizada de uma
forma semelhante, isto & (a+bx)+(ctdx)=(a+c)+{b+d}x e a
multiplicagdo (a+bx).(c+dx), é realizada atraves de um algo-
ritmo que aparece na forma:

a+tbx
ct+dx X

ac + bex
adx + bdx?

ac + (bctad)x + bdx?

de forma que devemos subsiituir «Zpor -1.

Exemplos:
Se z=2+3i e w=4-6i, entdo z+w={2+3i)+{4-61)=6-3i.
Se 7=2+3 e w=4-6i, entéo z.w=(2+3i).(4-6i)=-4+0i.

Poténcias e curiosidade sobre a unidade imaginaria

Poténcias de §: Ao tomar i=R[-1], temos uma sequéncia de
valores miuito simples para as poténcias de i

I Poténcia
i Valor ‘ =1

Pela tabela acima podemos ohservar que as poténcia de i
cujos expoentes sao multiplos de 4, fornecem o resultado 1,
logo toda poténcia de | pode ter o expoente decomposto em
urn multiplo de 4 mais um resto que podera ser 0, 1, 2 ou 3.
Dessa forma, podemos calcular rapidamente qualguer potén-
cia ﬂe i, apenas conhecendo o resto da divisdo do expoente
por 4.

Curiosidade geométrica sobre I: Ao pensar um nimero
complexo z=a+bi como um vetor z=(a,b) no plano cartesiano,
a multiplicagéo de um nlmero complexo z=a+bi pela unidade
imaginaria i, resulta em um outro numero complexo w=-h+ai,
que forma um angulo reto (90 graus) com o himero complexo
z=a+hi dado.

0

O inverso de um namero complexo

Dado o atmero compiexo z=a+bi, ndo nulo (a ou b deve
ser c1ilferente de zero) definimos o inverso de z como o nuMme-
ro Z =utiv, tal que

O produto de z pelo seu inverso z-1 deve ser igual a 1,
isto &

{@+bi).(u+iv) = (au-bv)Hav+buli = 1= 1+0.

o que nos leva a um sistema com duas equagbes e duas
incognitas:

au-bv=1
bu+tav=0

Este sistema pode ser resolvido pela regra de Cramér e
possul uma Unica solugao (pois a ou b s&o diferentes de
zero), fornecendo:

u= a.‘{az+b2
= -b/(a2+b2))

assim, o inverso do ntimera complexo z=a+bi &

1 a o

Tt Ty

Obtengéo do inverso de um nimero complexo: Para obter
o inverso de um numero complexo, por exemplo, o inverso de
z=5+12i, deve-se:

Escrever o inverso desejado na forma de uma fragio
! t

T T B4 1%
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Matematico

Mulliplicar 0 numerador e o denominador da fragdo pelo
conjugado de z

L1 5—12
TS5 12 54 12%5—12

Lembrar que i = -1, simplificar os nimeros complexos pela
redugao dos termos semelhantes, para obter

5 —12¢
169

Diferenga de nimeros complexos: A diferenga entre os
numeros complexos z=a+bi e w=¢+di € o nimero complexo
obtido pela soma entre z e -w, isto &: z-w=z+{-w).

-1

Exemplo: A diferencga entre os complexos z=2+3i e w=5+12i é
Z-w=(2+3i)+(-5-128)=(2-5}+(3-12)i=-3-9i.

Divisdo de nimeros complexos: A divisfo entre os nime-
ros complexos z=a+bi e w=c+di (w ndo nulo) é deﬁniga como
0 numero compiexo chtido pelo produto entre z e w, isto &
Zhw=z.w .

Exemplo: Para dividir o nimerc complexo z=2+3i por
w=5+12i, basta multiplicar 0 numerador e o denominador da
fracio z/w pelo conjugado de w:

z 2+ 3 5
—_— I e————— 3"
o~ h1io 2+

—12i 46— 0i
169 169

Representagio geométrica de um nitmero complexo

Um ndmero complexo da forma z=a+hi, pode ser repre-
sentado do ponto de vista geométrico no plano cartesiano,
como um ponto (par ordenado) tomando-se a abscissa deste
ponto como a parte real do nimero complexo a no eixo OX e
a ordenada como a parte imaginaria- do ndmero complexo z
no eixo OY, sendo que o nimero complexo 0=0+0i & repre-
sentado pela préopria origem (0,0) do sistema.

b

0
Modulo e argumento de um niimero complexo

Moédulo de um nimerc complexo: No gréfico anterior, ob-
servamos gue existe um tridngulo retangulo cuja medida da
hipotenusa € a disténcia da origem 0 ao ndmero complexo z,
normalmente denotada pela letra grega ro nos livros, mas
aqui denotada por r, 0 cateto horizontal tem comprimento
igual & parte real a do nimero complexo e o cateto vertical
corresponde a parte imaginaria b do ndmero complexo z.

’ Ifz)esge modo, se z=a+bi € um nimero complexo, entdo
r=a“+b” e a medida da hipotenusa sera por definicdo, o mo-
dulo do nitmero complexo 2, denotado por |2], isto &:

|z] = Via® + b2

Argumento de um namero comiplexo: O Angulo @ formado
entre o segmento OZ e o eixo OX, € denominado o argumen-
to do ndmero complexo z. Pelas definigbes da trigonometria
circutar temos as trés relagtes:

cos(g)=alr, sen(p)lr, tan(g}=bia
Por experiéncia, ohservamos que é melhor usar 0 cosse-

no ou o seno do angulo para definir bem o argumento, uma
vez que a tangente apresenta alguns problemas.

Forma polar e sua multiplicacdo

Forma polar de um niimero complexo: Das duas primeiras
retagdes trigonométricas apresentadas anteriormente, pode-
mos escrever;

z=at+bi =rcos{p) +risen{@)=r(cos @ +isen o)
& esta Ultima & a forma polar do nimerc complexo z,

Multiplicagdo de complexos na forma polar: Considere-
mos 0s nimeros complexos:

z=r{cosm+isenm)
w=s{cosn+isenn)

onde, respectivamente, r e s s80 os médulos e m e n 880 05
argumentos destes ndimeros complexos z e w.

Realizamos o produto entre estes nimeros da forma
usual e reescrevemos o produto na forma:

z. w=rs{cos (m+n) +i sen (m+n)]
Este fato & garantido pelas relages:

cos{m+n) = cos{m) cos{n) - sen(m) sen{n})
sen{m+n) = sen(m) cos(n) + sen(n) cos(m)

Poténcia de um numero complexo na forma polar

Seguindo o produlo acima, pederemos obter a poténcia
de ordem k de um nimero complexo. Como

z = r [cos{m) + i sen{m])]
entao
F=r [cos(km) + i sen(km)]

Exemplo: Consideremos o nimero complexo z=1+, cujo
médulo é a raiz quadrada de 2 e o argumento é T1/4 (45
graus), Para elevar este nimero & poténcia 16, basta escre-
ver:

z'® = 2%[cos(720°)+isen(720°)]=256
Raiz quarta de um namero complexo

Um ponto fundamental que valoriza a existéncia dos nu-
meros complexos é a possibilidade de extrair a raiz de ordem
4 de um numero complexo, mesmo que ele seja um ndmero
real negativo, o que significa, resolver uma equagéo algébrica
do 4° grau. Por exemplo, para extrair a raiz quarta do ndmero
1 6, devemos obter as quatro raizes da equacio algébrica
X'+16=0.

Anies de apresentar 0 nosso processo para a obtengéo
da raiz quarta de um ndmero complexo w, necessitamos
saber o0 seu madulo r e o seu argumento t, 0 que significa
poder escraver o numero complexo na forma polar:

w=r(cost+isent)

O primeire passo é realizar um desenho mostrando este
niimero complexe w em um circulo de raio r e observar o
argumento t, dado pelo angulo entre o eixa OX e o nimero
complexo w.
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O passo seguinte € obler um outro ndmero complexo z{1)
cujo madulo seja a raiz quarta de r e cujo argumento seja t/4.
Este nimero complexo € a primeira das guatro raizes com-
plexas procuradas.

(1) = r'"* [cos(t4)+sen{t/4)]

As outras raizes serdo:

z(2) =1 z(1)
2(3) =i z(2)
z{4) = i z(3)

Todas aparecem no grafico, mas observamos que este
processo para obter as quatro raizes do nimero complexo w
ficou mais facil pais temos a propriedade geometrica que o
nimera complexo i multiplicado por outro numero complexo,
roda este ditimo de 90 graus e oulro fato interessante & qus
todas as guatro raizes de w estdo localizadas sobre a mesma
circunferéncia e os angulos formados entre duas raizes con-
secutivas é de 20 graus.

2{2)

Se os quatro nimeros complexos forem ligados, aparece-
r4 um quadrado rodado de t/4 radianos em relagao ao eixo
OX.

Raiz n-ésima de um nimero complexo
Existe uma importantissima relagao atribuida a Euler:
&= cos(t) +1 sen(t)

que é verdadeira para tedo argumento real e a constante e
tem o valor aproximado 2,71828.. Para facilitar a escrita
usamos frequentementa;

exp(i t) = cos{t) + i sen(t)

Observagio: A partir da relagio de Euler, e possivel constru-
ir uma refacéo notavel envolvende os mais importantes sinais
g constantes da Matematica:

T =0

Se multiplicarmos ¢ ndmero e" por um numero complexo
z, o resultado serd um outro numero complexo rodado de t
radianos em relagdo ac numero complexo Z.

Por exemplo, se multiplicarmos o ntmero complexo z. por
expli T0/8)=cos(TT 18)+i sen(T/8), obteremos um numero

complexo z({1) que forma com z um &ngwo T8=225
graus, no sentido anti-horario.

Iremos agora resolver a equagdo X'=w, onde n & um nd-
mero hatural e w & um ndmero complexo dado. Da mesma
forma que antes, podemos escrever ¢ mumero complexo
w=r(cas t + i sen t) e usar arelagéo de Euler, para obter:

w=re'
_ Para extrair a raiz n-ésima, deve-se construir a primeira
raiz que é dada pelo numera complexo
2(1) - I..‘Un e}t’n

. Todas as oufras n-1 raizes serdo obtidas pela muliiplica-
¢do recursiva dada par:

(k) = z(k-1) e2i™ In

onde k varia de 2 até n.

Exemplo: Para obter a primeira raiz da equagic x=-64, ob-
sarvamos a posigdo do nimero complexo w=-64+0i, consta-
tando que o seu modulo & igual a 64 e o argumento & igual a

radianosTl (=180 graus).

Agui, a raiz oitava de 64 & igual a 2 e o argumento da primei-
ra raiz & T /8, entdo z{1) pode ser escrita na forma polar:

z(1) = 2 eiT/8 = 2(cos 22,5°+i sen 22,5°) =
R[2](1+)
onde R[Z] é a raiz quadrada de 2. Obtemos as ouitras raizes
pela multiplicagdo do’ niwmero complexo abaixo, através de
qualguer uma das formas:
e2iT/8 = 2(cos 45° + i sen 45°%) =
R[2](1+)/2=0,707(1+i)

Assim:
z{2) = z(1) R[Z](1+i)/2
z(3) = z(2) R[2[{1+i)/2
z{4) = z(3) R[2}(1+i)/2
z(B) = z(4) R{2]{1+)/2
2(6) = z(5) R[2]{1+i)/2
Z(7) = z{B) R[2](1+i)/2

z{(8) = z{7) R[2)(1+i)/2
EXERCICIOS

1 — Qual & o valor de m, real, para que o produto (2 + mi. (3 +
i) seja um imaginario puro?

a)hs b) 6 c)7 d}8 e) 10

2 — O produta (x + yi) . (2 + 3i) & um ndmero real, guando x e
y s&o reais e:

a)yx—3y=0

b)2y~-3x=0

c)2x+2y=0

d)2x+3y=0

ej3x+2y=0
RESPOSTAS
i-B | 2-E




EQUAGAO POLINGMINAL

Equacgéo polinomial ou algébrica é toda equagio da forma

p(x)=0, em que p(x} & um polindmio:

4

p{x} = @x" + g, X" + ... +ax + apde grau n, com n z 1.

Veja alguns exemplos:

¥+ 97 —10x+3=0

10— 2 +6x* + 1287 =P+ x+7=0
x?o—xs—26x+2=0

X —8x"+9=0

~ As raizes de uma equago polinomial constituern o con-
junto solugdo da equacdo.

Para as equagbes em que o grau & 1 ou 2, o método de
resolucéo é simples e pratico.

Nos casos em que o grau dos polindmios & 3 ou 4, exis-
tem expressbes para a obtengao da solugéo.

Teorerna Fundamental da Algebra (TFA)

Toda equagio polinomial p{x) = 0, de grau n onde n = 1,
admite pelo menos uma raiz complexa.

Exemplo 1

Determine o valor do coeficiente K, sabendo que 2 é araizda
equagdo:;

2% 4ol — 5% +x—-15=0

Se 2 é raiz da equagdo, entdo temos:

22y +k(2)° - 52 +2-15=10
216+ K'B—5'4+2-15=0
32+8k—20+2-15=0

8k +34—35=0

8k—1=0

8k =1

k=1/8

Temos que o valor do coeficiente k é 1/8.

Exemplo 2

Degermine o} vazlor de m, sabendo que -3 é raiz da equagao:
mx’+(m+ 2" —3x—-m-8=0.

Temos que;

m(=3)° + (m + 2){ —3f° —=3{(-3)-m—-8=10
m(=27)+ (m+2}9)+9-m-8=0
27M+9m +18+G-m~8=0
2Im+9m-m=8-18-9

—19m =-19

m="1

Qvalordemé 1.

EXERCICIOS

Em cada caso, escreva uma equagdo algébrica de grau mi-
nimo cujas raizes séo:

a)—3i e 3i
b)-2,2+i,2—1
c)-5, 4, 1
d)1,2,3,4

RESPOSTAS
a) x* + 9= 0, por exemplo
b) x* 2 %% - 3x + 10 — 0, por exemplo
c) ¢ - 21 x + 20 = §, por exemplo
d) X’ - 10x° + 35 - 50x + 24 = 0, par exemplo
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Relembrando;

inteiros ndo-nulos (n

05

intelros menos o 0)

NUMEROS
INTEIROS

néo-positivos (n™ negatwos incluindo o 0)
nédo-negativos {n** positivos inciuindo o 0).

Operagdes em £
- Adigdo sinais iguais (conservam-se os sinais)

sinais opostos {conversa-se o sinal do maiar)

- Subtragao (oposigéo inversa da adigéo

- Multiplicagao (caso particular da somaj

- Potenciagéo (os fatores sao iguais)

- Diviso (o conjunta Z ndo & fechado, ¢ quomente é |nte|r0)

- Numeros primos: (numeros naturais que tém apenas dois
divisores, 1 e ele mesma)

EQUACAO DO 2° GRAU
Sentenga reduzida a forma: ax® + bx +c=0

Equagio do 2° grau completa: os coeficientes a, b e ¢ s8o
diferentes de 0.

Equagdo do 2° grau incomplsta: o coeficiente de a é dife-
rente de 0.

Conjuntos numéricos: agrupamento de elementos que
possuem caracteristicas semelhantes.

Ndmeros inteiros (Z)

Nizmeros naturais (N)
Numeros Irractonais (1)

NGmeros racionais {Q).
Nimaros Reais (R)

FUNGCAO DO 1°GRAU: y=ax +h

Fungio crescerte: valores de x e y aumentam proporcio-
nalmente.

Fungio decrescente: se os valores de x aumentam, os
valores de y diminuem.

FUNGAO DO 2° GRAU: f(x} = ax® +bx + ¢

A =0, uma ralz real.
Sinzis A > 0, duas raizes reais e distintas

A < 0, nenhuma raiz real,

MATEMATICA FINANGEIRA
Raz30:0 quociente é resultado da divisdo entre grandezas.

Propriedade fundamental da proporgdo: o produlo dos

meios & igual ao produto dos extremos.

Propriedade da soma dos terrmos em uma proporgﬁo se

somar os dois termos da primeira razéo e dividir pelo primeiro

ou pelo segundo termo, ird obter uma razdo igual a soma dos
~ dois termos da segunda razdo dividida pelo terceiro ou guarto

termo.

PORCENTAGEM
Razdo centesimal: razio que teni por conseguinte o n® 100,
JUROS SIMPLES
J = juros
= capitat

r = taxa de juros
t = tempo de aplicagao (mes ano...)

J=C*i*t

M = montante final
C = capital
J = juros

JUROS COMPOSTOS

M=C+J

M: momtante

C: capital

i: taxa de juros

t: tempo de aplicagéo

M= G s 1+ 0)

TRIGOMETRIA NO TRIANGLLO RETANGULO

Trigdngulo retdngule: um de seus dngulos infernos é reto,
ou seja, mede 80°

- Teorema de Pitagoras: “A soma dos quadrados dos catetos
é igual a0 quadrado da hipotenusa.”

ANALISE COMBINATORIA: métodos de contagem

- Fatorial: aceita apenas um acontecimento, fatorial de n (n!)
- Principio fundamental de contagem: o aconfecimento
ocotre apenas em n etapas diferentes.

- Permutacio snmples agrupamentos formados com todos
os n elementos,

- Arranjo simples: taxa K, elementos distintos, podendo
variar a ordem em que aparecem.

- Combinagdo simples: preocupagio com a existéneia do
elemento e ndo com a ordem.

PROBABILIDADE: calculo da chance de ocorréncia de um
niimero ern experimento aleatorio.

- Espaco amostral: simbolizado por S, & o conjunto que
| contém todos os resultados possiveis de um experintento
aleatdrio.
GEOMETRIA PLANA

Poligonos: convexos, n&o convexos, congruentes

- Paralelogramos - Losango
- Retanguio - Quadrado
- Trapézio - Trapézio isOsceles
- Pipa ou papagaio
POLIGONOS E TRIANGULOS

Poiigono (muitos angulos)
Tridngulo (poligono de 3 lados)

- Tridngulo eqiiilatero {3 lados, medidas iguais)
- Tridngulo is¢sceles (2 lados, medidas iguais)
- Tridngulo escaleno (3 lados, medidas diferentes)

CIRCULD, CIRCUNFERENCIA E ARCOS

Circulo: conjunto de pontos internos de uma circunferéncia.

estdo a uma certa distancia, chamada raio, de um certo pon-
to, chamado centro.

Raio: segmento de uma reta com uma extremidade no centro
da circunferéncia e a outra extremidade num ponto qualquer
da circunferéncia.

Arco menor: relne dois pontos da drcunferéncia que néo
sdo extrernos de um didmetro e todos os pontos da circunfe-
réncia que estio dentro do angulo central cujos lados contern
os dois pontos. .

' Arco maior: liga dois pontos da circunferéncia que nao s&o
axtremos de um didmetro e todos os pontos da circunferéncia
que estdo fora do angulo central cujos lados contém os dois
pantos,

RETAS PARALELAS: Sio relas que ndo tém nenhum ponto
8 comum.

NUMERQS COMPLEXOS: Elementos do conjunto C, uma
extensdo de conjunto dos nimeros reals R, onde existe um
elemento que representa a raiz quadrada de n® -1, charnada
unidade imaginéria.

EQUACAOQ POLINOMINAL:Equagdo da forma p(x) = 0, em
gue pi{x) & urn polindmio.

Circunferéncia: e o lugar geométrico de todos os pontos que '




